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МАТЕМАТИКА  
 

УДК 517.946.2 
 

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ МНОГОМЕРНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ  
ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

Шодиев М.С., Сафаров Д.С., Рахимов З.Х. 
Курган-Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава 

 

В комплексном пространстве ℂ௡ = ℂ × ℂ × …× ℂ, ℂ −комплексная 
плоскость, рассмотрим эллиптическую систему, записанную в комплексной 
форме  

ݓ                     డమ௪డ௭ೕమ − ൬డ௪డ௭ೕ൰ଶ + ௝ܽ	ݓ	 డ௪డ௭ೕ +	 ௝ܾ	ݓଶ = 0,																																							(1) 
где ݆ = 1.2… , ௝ݖ				,݊ = ௝ݔ + ݓ							,௝ݕ݅ = ݑ + 	2  		,ߴ݅ డడ௭ೕ = డడ௫ೕ + డడ௬ೕ − дифференциальные операторы Коши–Римана, 4 డమడ௭ೕమ = డమడ௫ೕమ −డమడ௬ೕమ + +2݅ డమడ௫ೕడ௬ೕ −дифференциальные операторы Бицадзе [1], ௝ܽ =௝ܽ(ݖଵ, ,ଶݖ … . , 			,(௡ݖ ௝ܾ = ௝ܾ(ݖଵ, ,ଶݖ … , (௡ݖ −	заданные периодические функции с 
периодами ℎଵ, ℎଶ	, … . , ℎ௡ соответственно по каждому переменному при 
фиксировании остальных. 

Будем искать регулярные, то есть из класса ܥଶ(ℂ௡) решения (1) c 
периодами ℎଵ, ℎଶ	, … . , ℎ௡, то есть  ݖ)ݓଵ + ℎଵ, ,ଶݖ … . . , (௡ݖ = ,ଵݖ	)	ݓ ଶݖ + ℎଶ, ,ଷݖ … ,  =…=(௡ݖ

          = ,ଵݖ	)ݓ ,ଶݖ … , ,௡ିଵݖ ௡ݖ + ℎ௡) ,ଵݖ	)ݓ= ,ଶݖ … ,  (2)																																																			௡).ݖ
Предположим, что периоды  ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௡ представимы в виде ℎ௝ = ݉ଵ ௝߱ଵ + ݉ଶ	 ௝߱ଶ,			݆ = 1,2, … , ݊,  

где ݉ଵ,݉ଶ −целые числа, комплексные числа ௝߱ଵ, ௝߱ଶ	 связаны условиями 		݉ܫ	൫ ௝߱ଶ/߱௝ଵ൯ > 0, ݆ = 1,2, … , ݊.   
Тогда, коэффициенты ௝ܽ , ௝ܾ −будут двоякопериодические функции по 

каждому переменному			ݖ௝, с основными периодами (߱௝ଵ, ௝߱ଶ), ൫	݉ܫ ௝߱ଶ/߱௝ଵ൯ > 0, 
при фиксировании остальных переменных. 

Заметим, что функция многих комплексных переменных ݂(ݖଵ, ,ଶݖ … ,  ௡), воݖ
все, не обязана иметь именно такие периоды [2]. Матрица Римана Р при наших 
предположениях имеет частный вид (порядка n×2n) 

                                  ܲ =
	൮ ߱ଵ	ଵ		0ଶ …0	߱ଵଶ	0…00	߱ଵ	ଶ	 … 0	0	߱ଶ	ଶ	0… 	0		…		…		…		…		…		…		0	0…	߱௡	ଵ	0	0…	߱௡	ଶ	 ൲.																																																			(3) 

Построении абелевых функций, то есть мероморфных функций n 
комплексных переменных: ݑଵ, ,ଶݑ . . . ,  (невырожденная) обладающие	௡		ݑ
независимыми периодами ߱(ଵ), ߱(ଶ), … , ߱(ଶ௡) общим числом 2n, для 
специальной матрицы вида (3) и общей матрицы дано в монографии [2]. 
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При наших предположениях по отношении ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௡, каждая плоскость ℂ௭௝ −покрывает один раз систему параллелограммов периодов ൛ݖ௝° + ݉ଵ ଵ߱௝ +݉ଶ߱ଶ௝,			݉ଵ,݉ଶ	 − целые	числа	ൟ, ݖ௝° −фиксированная точка плоскости ℂ௭௝.    
Точками любого параллелограмма являются точки вида  ൛	ݖଽ଴ + /݉ଵ	ଵݐ ଵ߱௝ + ,݉ଶ/߱ଶ௝	ଶݐ 0 ≤ ,ଵݐ ଶݐ < 1	ൟ. 
При этом произвольная точка ߴ௝ 	 плоскости ℂ௭௝ конгруэнтна одной и только 

одной точке параллелограмма периодов   Ω௝ = 	 ൛	ݖଽ଴ + /݉ଵ	ଵݐ ଵ߱௝ + ,݉ଶ/߱ଶ௝	ଶݐ 0 ≤ ,ଵݐ ଶݐ < 1	ൟ 
то есть ݖ௝ ≡ Г௝				Г௝൯	݀݋൫݉	௝°ݖ = ൛݉ଵ ଵ߱௝ + ݉ଶ߱ଶ௝	; 	݉ଵ,݉ଶ − целые	ൟ. В случае ݊ = 1 
такая задача изучено в [7]. 

Множество Г௝ называется решеткой периодов на плоскости ℂ௭௝		[3]. 
Параллелограмм 	Ω௝ −называется основным параллелограммом периодов 

решетки  Г௝ (точку 	ݖ଴௝		можно считать нулем). 
Пусть 	Ωଵ, 	Ωଶ, . . . , 	Ω௡ −основные параллелограммы периодов решетки Гଵ, Гଶ, … , Г௡ соответственно на плоскостях ℂ௭, ℂ௭ଶ, … , ℂ௭௡. Обозначим через Ω [4], 

цилиндрический область в пространстве ℂ௡:	  Ω = Ωଵ ×	Ωଶ × …×	Ω௡, 
а через Г множество вида Г = Гଵ × Гଶ × …×	Г௡ .  

К границам области Ω௝	относятся точки множеств ൣ	ݖ௝°, °௝ݖ + ௝߱ଵ൯ ∪ ,°௝ݖ	] °௝ݖ +௝߱ଶ)	. 
Как в [5] обозначим класс функций пространства ℂ௞, двоякопериодические 

по каждому переменному при фиксировании остальных и принадлежащие 
пространству ܥ௞(Ω) ,௞∗ܥ   через	Ω൯,	൫	௞ିଵܥ	∪ ݇ ≥ 1. 

Интегральное представление функций класса ܥ∗ଵ получено в [5] через 
эллиптические функции Вейерштрасса  ߞ൫ݖ௝൯, ௝൯ݖ൫ߪ −	построенные на периодах ௝߱ଵ, ௝߱ଶ, ݆ = 1,2, … , ݊, [6].  

Обобщенные аналитические функции многих комплексных переменных в 
пространстве ܥ∗ଵ изучено в [5]. Получены условия существования таких функций 
и формулы решения через эллиптические функции Вейерштрасса.    

В данной работе исследуем вопросы существования и нахождение решений 
системы (1) из класса ܥ∗ଶ. Функция (ݖ)ݓ ≡ 0 всегда является тривиальным 
решением системы (1) из класса ܥ∗ଶ.  

Если система (1) имеет нетривиальное решение ݓ ∈  ,ଶ, то легко заметить∗ܥ
что функции 

௝ߴ = 	 ௝ݖ߲ݓ߲ ݆	ଵݓ/	 = 1,2… 	݊ 

являются решениями системы уравнений вида 

                             
డణೕ			డ௭ೕ +	 ௝ܽ	 ௝ߴ + 	 ௝ܾ = 0, ݆ =1,2, … , ݊	.																																												(4) 

Обратно, если ߴଵ, ,ଶߴ … , ௡ߴ −	решение системы ( ), то решение системы (1) 
можно получить при интегрировании системы уравнений 
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డ௪డ௭ೕ =	  (5)																																																																													,	ݓ	௝ߴ

Легко видеть, что если ߴ௝ удовлетворяет систему (3), то дифференцируя (4) 
получим, что 	ݓ удовлетворяет систему (1). 

В работе [3] все решения системы уравнений (4) с привлечением аппарата 
теории  эллиптических функций Вейерштрасса, построена для матрицы вида (3).  

Таким образом вопрос интегрировании системы уравнений (1) сводилась к 
нахождению решений системы (4), (5).  

Как показано в [8] для разрешимости  системы уравнений (5) в классе ܥଶ, 
необходимо и достаточно, чтобы  ߲ ௞ݖ௝߲ߴ = ௝ݖ௞߲ߴ߲ , ݇, ݆ = 1,2, … , ݊, ݆ ≠ ݊	.																																(6) 

Характер разрешимости системы уравнений (5) при выполнении условий 
(6) зависит от значения интеграла 

            ߮௝	൫ݖଵ,… , ,௝ିଵݖ ,௝ାଵݖ … , ௡൯ݖ =∬ (ஐೕ	௝ߴ ,ଵݖ	 … , ,௝ିଵݖ ߬, ,௝ାଵݖ … ,  (7)																					.	Ω௝	݀௧	௡)ݖ
При этом доказана следующая лемма.  
Лемма. Пусть ߴଵ, … , ௡ߴ ∈  ଵ и  удовлетворяют условий (6). Тогда все∗ܥ

функции вида  (7) – суть  постоянные числа.  
Следовательно, в пространстве ℂ௡ можно образовать постоянный вектор ߴ° 

с компонентами 

°௝ߴ = 	ඵ ,ଵݖ൫	௝ߴ . . , ,௝ିଵݐ ߬, ,௝ିଵݖ … , ,	Ω௝	൯݀ఛ	௡ݖ ݆ = 1, 2, … , °ߴ			,݊ =ஐ ( °ଵߴ , °	ଶߴ , … , °௡ߴ ). 
Возможны два случая: 1) ߴ° ∈ Г	 или 2) ߴ° ∈ Г	. 
В работе [5] доказана следующая теорема.  
Теорема. Пусть в (5) все функции ߴ௝ ∈  ଵ связаны условиями (6). Тогда для∗ܥ

любого решения (5) из класса ܥ∗ଶ справедливо представление   

(ݖ)߱                       = 	 ൜ ߮)݌ݔ݁	ܿ + [݀, °ߴ	если				,([ݖ ∈ Г,			0,																		если		ߴ° ∈ Г	.                           (8) 

где ܿ − произвольная постоянная, функция  ߮  имеет вид ߮ =	 ଵܶ ଵߴ + ଵܮ ଶܶߴଶ + 	ଶܮ	)ଵܮ ଷܶߴଷ	) + ,ଵܮ	+⋯ ଶܮ 	௡ିଵܮ	… ௡ܶߴ௡						 ܮ௝	݂ = 	 ݅ߨ12 ௝ଵߟ]	 	න ଵ,ఠೕమݖ)	݂
଴ ,ଶݖ	 … , ߬, ,௝ାଵݖ … , (௡ݖ

௝ଶߟ	− 		න ଵ,ఠೕభݖ)	݂
଴ ,ଶݖ	 … , ߬, ,௝ାଵݖ … , 		     	 	,߬݀	[(௡ݖ ௝ܶ 	݂ = − ଵగ∬ ,ଵݖ	)	݂ ,ଶݖ … , ߬, ,௡ାଵݖ … , ௡)ఆೕݖ ൫߬	ߞ − ,	௝ߗ௝൯݀ݖ ݆ = 1,2, … , ൫߬	ߞ  ,݊ − ௝൯ݖ −дзета – функция построенная на периодах ( ௝߱ଵ, ௝߱ଶ), [3],  [݀, [ݖ = 	݀ଵ	ݖଵ + ݀ଶ	ݖଶ + ⋯+	݀௡	ݖ௡	 

постоянные ௝݀ ,   ௝° решение системы уравненийߴ
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௝݀ ௝߱ଵ + ௝ଵߟ °௝ߴ = .௝݀݊݅ߨ2 ௝߱ଶ ௝ଶߟ	+ °௝ߴ = ݉,݊ ቋ݉݅ߨ2 − некоторые целые числа, периоды ௝߱ଵ, ௝߱ଶ и циклические постоянные ߟ௝ଵ,  ௝ଶߟ

связаны соотношениям Лежандре [3,5]   ߟ௝ଶ ௝߱ଵ − 	௝ଵߟ ௝߱ଶ = ݆			,	݅ߨ	2 = 1,2, … , ݊. 
Из этой теоремы получим: 
Теорема 1. Пусть ߴଵ	, ,ଶߴ … , ௡ߴ −решения системы уравнений (4) связанные 

условиями (6) и ߴ° ∈ Г. Тогда многообразие нетривиальных решений системы (1) 
содержит не менее одну произвольную постоянную. 

Теперь находим решений системы уравнений (4), удовлетворяющие 
условиям (6).  

Пусть коэффициенты a୨(z), b୨(z) ∈ C⋆ଵ  и связаны условиями  
                     డ௔ೕడ௭ೖ = డ௔ೖడ௭ೕ ,	డ௕ೖడ௭ೕ − డ௕ೕడ௭ೖ = ௝ܾ	ܽ௞ − ܾ௞	 ௝ܽ.ൢ																																																									(9) ݆ ≠ ݇, ݆, ݇ = 1,2, … , ݊. 

Первая группа условий (9) позволяют ввести, как в [5], функцию  ∂φ߲z୨ = a୨, j = 1, n, φ = Π	[aଵ, aଶ, … , a୬	] 
и постоянный вектор (согласно выше приведенной лемме), a° = (aଵ° , aଶ° , … , a୬° ),	 
где ௝ܽ° = −	ଵగ	 ∬ ௝ܽ	݀	ߗ௝	, ݆ = 1, ݊ఆೕ  . 

Функция ߮	(ݖ) = ,ଵݖ)	߮	 ,ଶݖ … , -௡) удовлетворяет условиями квазиݖ
периодичности   ߮൫ݖଵ, … , ௝ݖ + ݉ଵ ଵ߱௝ + ݉ଶ߱ଶ௝, ,௝ାଵݖ … , ௡൯ݖ = ,ଵݖ)߮	 ,ଶݖ … , ,௝ݖ ,௝ାଵݖ … , (	௡ݖ + +	൫	݉ଵ	ߟ௝ଵ	 + 	݉ଶ	ߟ௝ଶ	൯ ௝ܽ°	. ݆ = 1, ݊,                                                                     (11) 

Теперь решения системы уравнений (4) будем искать в виде  
௝ߴ       = 	߰௝	݁ఝ, ݆ = 1, ݊	,                                       (12) 

где ߰௝ −искомая функция класса ܥ∗ଶ. Подставляя (12) в (4) относительно 
неизвестных ߰ଵ, ߰ଶ, … , ߰௡ получим неоднородных систем уравнений  Коши – 
Римана  ߰ߴ௝ݖߴ௝ = −	 ௝ܾ	݁ିఝ = ఫܾ෩ 				݆ = 1, ݊		,																																		(13)	 

Подставляя (12) в (6) получим, что функция ߰௝ −как решение системы 
уравнений (13) должна удовлетворять систему уравнений вида ߲߰௝߲ݖ௞ − ߲߰௞߲ݖ௝ = ߰௞ ௝ܽ − ߰௝ܽ௞	,																																																				(14) ݆ ≠ k, j, k = 1,2, … , n.	 

Вторая система уравнений (14) относительно ߰௝ совпадает со второй 
группой условий (9). Если положить в нем ߰௝ = ௝ܾ, то относительно ௝ܾ получим 
линейную систему уравнений вида  
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߲ ௝ܾ߲ݖ௝ = −	 ௝ܾ	݁ିఝ	, ݆ = 1,2, … , ݊	.																													(15)		 
Решив эту систему мы находим явное выражение зависимости между 

коэффициентами ௝ܽ 	и		 ௝ܾ системы (1). Тогда подставляя в (5) и интегрируя 
методами [5] получим решения системы (1) из класса ܥ⋆ଶ. Заметим, что группа 
условий вида (9) являются, лишь, достаточными условиями существования 
решения системы (1).  

Многообразие решений системы (5) и (15) зависят от значения постоянного 
вектора  ܽ° = (	ܽଵ° , ܽଶ° , … , ܽ௡° ):		ܽ° ∈ Г		или		ܽ° ∈ Г. 

В случае постоянных коэффициентов ௝ܽ , ௝ܾ легко можно найти условия 
существования и явный вид решения системы уравнений (1). Пусть ௝ܽ , ௝ܾ − 
постоянные числа и Γ௝ଵ соответственно решётка вида Γ௝ଵ = 	 Π|Ω௝|	൛݉ଵ ௝߱ଵ + ݉ଶ ௝߱ଶ	, 	݉ଵ,݉ଶ − целые	числа	ൟ 
где |݉ଵ| + |݉ଶ| ≠ 0, หΩ௝ห = Ω௝	ݏ݁݉ = | ௝߱ଵ|ଶ	݉ܫ	( ௝߱ଶ	/ ௝߱ଵ)	. ݆ = 1,2, … , ݊.		Тогда при обозначениях ܽ଴ = (ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡), Γଵ = Γଵଵ × Γଶଵ ×,… ,× Γ௡ଵ	,	возможны два случая: ܽ଴ ∈ Γଵ	или	ܽ଴ ∈ Γଵ. Первое условие означает, 
что постоянные ௝ܽ −	суть периодом решения системы по переменной ݖ௝, при 
фиксировании остальных переменных. А второе условия -  отрицание первого, 
что хотя бы один из коэффициентов ௝ܽబ не является периодом решения. 

Пусть ܽ଴ ∈ Γଵ. Тогда, как в [5], все функции вида ௝݂ = ݂൫ݖ௝൯ = 	 ݁ି	௔ೕ௭ೕା	௔ೕ௭ೕ,  ݆ = 1,2, … , ݊	, 
являются двоякопериодическими с основными периодами  ௝߱ଵ, ௝߱ଶ		и	 ௝݂ 	 ஶܥ∋ ቀ	ℂ௭ೕቁ. 

В самом деле заменяя ݖ௝ на ݖ௝ + ݉ଵ ௝߱ଵ +	݉ଶ ௝߱ଶ получим ݂൫ݖ௝ + ݉ଵ ௝߱ଵ +	݉ଶ ௝߱ଶ൯ = expൣ− ௝ܽݖ௝ + ௝ܽݖ௝ +	 ௝ܽ൫݉ଵ ௝߱ଵ +	݉ଶ ௝߱ଶ൯ ++	 ௝ܽ	(݉ଵ ௝߱ଵ +	݉ଶ ௝߱ଶ)	൧ = ݂	൫ݖ௝൯ expൣ−	݉ଵ	൫ ௝ܽ	 ௝߱ଵ − ௝ܽ	 ௝߱ଶ൯ −	݉ଶ(	 ௝ܽ	 ௝߱ଵ −− ௝ܽ	 ௝߱ଶ)൧. 
Если теперь положим, что ௝ܽ 	и	 ௝ܽ решения системы уравнений ൝ ௝ܽ	 ௝߱ଵ − ௝ܽ	 ௝߱ଵ = 2π݅ ݊ଵ	,௝ܽ	 ௝߱ଶ − ௝ܽ	 ௝߱ଶ = 2π݅ ݊ଶ  

где, ݊ଵ	, ݊ଶ	 −некоторые целые числа, то вследствие ݉ܫ	( ௝߱ଶ	/ ௝߱ଵ) > 0, это 
система всегда имеет решения в решётке Γ௝ଵ и естественно в сопряженной 

решётке Γ௝ଵ. 
В таком случае функция  ߮(ݖ) = 		 ଵ݂	 ଶ݂ … ௡݂ = exp[−	ܽଵݖଵ + ܽଵݖଵ + ⋯− ܽ௡ݖ௡ + ܽ௡ݖ௡	],															(17) 

является функцией класса ܥ∗ஶ, если ܽ଴ ∈ Γଵ.  
Теперь отыскивая решение системы уравнений (4) в виде ߴ௝ = 	߰௝	߰ , 

для нахождения ߰௝ получим  систему уравнений 
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߲߰௝߲ݖ௝ = −	 ௝ܾ 	 1߰ 	 , ݆ = 1,2, … , ݊. 
Интегрируя эту систему и используя результаты работы [9, 8] получим 

௝ߴ = ߰	௝ܥ	 +	 ௝ܾܽ௝ ݆, = 1,2, … , ݊,																																					(18) 
где ܥ௝ −постоянные. Подставляя эти решения в условия совместности системы 
уравнений (5) и учитывая, что  ߲߲ݖ௞ 	߰ = −	ܽ௞	߰	, ݇ = 1,2, … , ݊,	 
получим систему уравнений относительно ܥ௝:	     ܥ௝ܽ௞ = ௞ܥ	 ௝ܽ	, ݆, ݇ = 1,2, … , ݊. 

Из этой системы можно выразить все ܥ௝ −через одной постоянную.  
Тогда выражая постоянные ܥ௝ −через одной постоянной ܥ и подставляя 

(16) в системы уравнений (5) и после интегрирования получим [5]. ݓ	(ݖ) = ,ଵݖ)	߯ ,ଶݖ … , (௡ݖ ቎expܥ	߰	(ݖ) +෍ݖ௝௡
௝ୀଵ 	 ௝ܾܽ௝  ,௝቏ݖ	

где ܿ −	некоторая постоянная, аналитическая функция ߯	(ݖଵ, ,ଶݖ … , ,ଵݖ൫	удовлетворяет условиям ߯		௡)ݖ ,ଶݖ … , ௝ݖ + ݉ଵ ௝߱ଵ + ݉ଶ ௝߱ଶ	, ,௝ାଵݖ … , ௡൯ݖ = ݌ݔ݁ ൤− ௕ೕ௔ೕ (݉ଵ ௝߱ + ݉ଶ ௝߱ଶ)൨ ,ଵݖ)߯× ,ଶݖ … , ,ଵݖ … ,  .(଴ݖ
Решение этого функционального уравнения зависит от свойства 

постоянного вектора ܾଵ° = ൬ܾଵܽଵ 	, ܾଶܽଶ 	, … , ܾ௡ܽ௡	൰:	ܾ° 	 ∈ 	 Γଵ	или	ܾ° 	 ∈ 	 Γଵ.	 
Такая функция как показана в [5,8] представимо  в виде  

(ݖ)߯ = 	൞ܿ̃ exp(	−෍ܾ௞ܽ௞ ,	(௝ݖ	 если	ܾଵ° 	 ∈ 	 Γଵ	௡
௞ୀଵ0,											при	ܾଵ° 	∈ 	 Γଵ  

где с෤ −произвольная постоянная. 
Таким образом, очевидной становится: 
Теорема 2. 1) Пусть в системе уравнений коэффициенты ௝ܽ , ௝ܾ − 

постоянные, ݆ܽ ≠ 0, ݆ = 1,2, … , ݊ ܾଵ° = ൬ܾଵܽଵ 	 , ܾଶܽଶ 	 , … , ܾ௡ܽ௡	൰ ∈  ,ଵ߁
тогда система уравнений (1) имеет лишь нулевое решение;  

2) Пусть ܾଵ° ∈   : тогда	,	ଵ߁
1) при ܽ° = (ܽଵ, … , ܽ௡) ∈  ଵ нетривиальное решение системы уравнений (1)߁

из класса ܥ∗ଶ зависит от двух произвольных постоянных и представимо в виде  (ݖ)ݓ = ܿ̃ (ݖ)߰ܿ]	݌ݔ݁ +	෍ܾ௞ܽ௞ ௞ݖ	 −	ܾ௞ܽ௞ ,௡	௞)]ݖ	
௞ୀଵ  

 ܿ̃, ܿ − постоянные, а ߰(ݖ) −	имеет вид  
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(ݖ)߰ = 	݌ݔ݁ ൥−෍ 	(ܽ௞	ݖ௞ −	ܽ௞ݖ௞)		௡
௞ୀଵ ൩. 

 2) при ܽ° 	∈ (ݖ)ݓ  , система уравнений (1) имеет решение вида	ଵ߁	 = ܿ̃ 	݌ݔ݁ 	 ൥෍ܾ௞ܽ௞ ௞ݖ	 −	ܾ௞ܽ௞ ௡		௞)ݖ	
௞ୀଵ ൩. 

Аналогичные теоремы можно получить и в случае переменных ௝ܽ , ௝ܾ. 
Также можно искать решения системы уравнений (1) однопериодических 

по некоторым переменным, а по другим двоякопериодические. 
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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ МНОГОМЕРНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ  
ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 

В статье рассматривается способы периодического решения многомерной 
нелинейной эллиптической системы дифференциальных уравнений в частных 
производных второго порядка. Доказывается некоторые леми и теоремы решения задач 
в комплексном пространстве. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: комплексное пространство, периодичесое решение, 
эллиптическая система, дифференциальное уравнение, частное производное, 
травиальное решение, эллиптическая функция, двоякопериодическая функция. 

 

PERIODIC SOLUTION OF A MULTIDIMENSIONAL NONLINEAR  
ELLIPTIC SYSTEMS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS  

IN SECOND ORDER PARTIAL DERIVATIVES 
 

The article discusses the methods of periodic solutions of multidimensional nonlinear 
elliptic system of differential equations of the second order. It proves some theorems of 
solving problems in complex space. 

KEY WORDS: complex space, periodic solution, elliptic system, differential equation, 
the quotient derivation, traveline solution, elliptic function, doubl periodic function. 
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О РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ  

ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ С ПАМЯТЬЮ 
 

Курбанов И.К.  
Российско-Таджикский славянский университет 

 

В этой статье изучаются вопросы разрешимости нелинейных краевых задач 
электродинамики для сред с памятью. Будут доказаны теоремы существования и 
единственности указанных задач в функциональных пространствах. При 
доказательстве теоремы существенно используются свойства векторных 
операторов rot,  и . Важную роль играют обобщенные неравенства Гронуолла, 
Беллмена, свойства функции с памятью, а также свойства монотонности 
нелинейного члена. 

Пусть  - ограниченная область изменений ݔ = ,ଵݔ) ,ଶݔ	  ଷ), а S – границаݔ
этой области. Рассмотрим в этой области систему уравнений Максвелла 

ܪݐ݋ݎ  = డ஽(ா)డ௧ + (ܧ)ܬ + ,ݔ)஼்ܬ ܧݐ݋ݎ (1)                                                ,(1 = −డ஻(ு)డ௧ (ܧ)ܦݒ݅݀ (2)                                                            , = (ܪ)ܤݒ݅݀ (3)                                                             ,0 = 0                                                             (4) 
с общими материальными уравнениями вида 1; 2. (ܪ)ܤ = ܪߤ +න߰௧଴ ݐ) − (ܧ)ܦ ,߬݀(߬)ܪ(߬ = ܧߝ + ׬ ߮௧଴ ݐ) −  (5)                                                 ,߬݀(߬)ܧ(߬
(ܧ)ܬ  =  ܧ(|ܧ|)ܬ

для вектор – функций 
ܪ  = ,ݔ)ଵܪ} ,ݔ)ଶܪ			,(ݐ ,(ݐ ,ݔ)ଷܪ ܧ	и	{(ݐ = ,ݔ)ଵܧ} ,ݔ)ଶܧ			,(ݐ ,(ݐ ,ݔ)ଷܧ  	{(ݐ
при граничных и начальных условиях ܧఛ ௌൗ = 0,                                                          (6) 

,ݔ)ܧ    0) = ,(ݔ)଴ܧ ,ݔ)ܪ 0) =  (7)                                          .(ݔ)଴ܪ
Требуется определить электромагнитное поле в , если в начальный 

момент известны Е и Н. Задача сводится к нахождению векторов Е и Н 
удовлетворяющих в цилиндре ܳ = 0[ݔ, ,0[߳ݔ)	]ܶ ܶ[	) системе (1) – (4), 
начальным условиям (7) граничному условию (6) на S. 

В дальнейшем нам необходимо следующее обозначение ܮଶ() - 
гильбертово пространство вектор-функций со скалярным произведением  
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(ܷ, ܸ)௪మభ() = ෍(ܷݔ௞, (௞ݔܸ + (ܷ, ܸ)ଷ
௞ୀଵ , ()ௐమ௢భ -пространство ଶܹଵ() плотным множеством в котором являются все 

непрерывно дифференцируемые векторы, равные нулю в пограничных 
полосках ܺ = ቄܧ|ܧ	߳	ܮଶ(),			݀݅ܧݒ = ఛܧ			,0 ௌൗ = 0ቅ, ܺ = ቄܪ|ܪ	߳	ܮଶ(),			݀݅ܪݒ = ఛܪ,0 ௌൗ = 0ቅ. 

Определение 1. Х есть подпространство ܮଶ(), являющееся 
замыканием в норме ܮଶ() непрерывно дифференцируемых сленоидальных 
векторов Е, у которых ܧఛ ௌൗ = 0, где ܧ௡ = ܧ −  ௡ есть тангенциальнаяܧ݊

составляющая вектора Е на S. 
Определение 2. Y есть подпространство ܮଶ(), являющееся 

замыканием в норме ܮଶ() непрерывно дифференцируемых сленоидальных 
векторов Н, у которых ܪఛ ௌൗ = 0, где ܪ௡ − нормальная составляющая вектора 

Н на S. 
Определение 3. Обобщенным решением задачи (1)-(7) назовем пару 

векторов ܧ	߳	ܮஶ(0, ܶ; ܺ)		ܮ௉൫0, ܶ; ,ஶ(0ܮ	߳	ܪ ,௉()൯ܮ ܶ; ܻ), 
удовлетворяющую условиям (1.7) и тождествам නන[−(ܧ)ܦ ௧ܷ + ܷ(ܧ)ܬ − ܷݐ݋ݎܪ + [஼௅ܷܬ



ఛ
଴ ݐ݀ݔ݀ = ߝ න ,ݔ)଴ܷܧ ,ݔ݀(0



 

 නන[(ܪ)ܤ ௧ܸ + ݐ݀ݔ݀[(ܸݐ݋ݎܧ) = ߤ න ,ݔ)଴ܸܪ ,ݔ݀(0


ఛ
଴ 																											(8) 

 

при любых ݑ	߳	ܺ		ܮ௉(), ,ܻ	߳	ߥ ,ݔ)ݑ ܶ) = 0ఛ	ݔ)ߥ, ܶ = 0).  
Легко проверить, что классическое решение задачи (1)-(7) является 

обобщенным. Обратно, если относительно обобщенного решения известно, 
что оно гладкое, то с помощью интегрирования по частям система (8) 
очевидным образом сводится к системе (1)-(7). 

Лемма 1. Если ߝ, ,ߤ ߮(0), ߰(0) – положительные постоянные, (ܧ)ܬ – 
монотонная вектор-функция и ߮(ݐ − ݐ)߰ ,(߬ − ߬) – непрерывные положитель-
ные функции и имеют непрерывные положительные производные первого 
порядка, по t при ݐ ≥ ߬ ≥ 0,	 то для решения краевой задачи (1)-(7) 
справедлива априорная оценка (ݐ)ܪ‖ߤ‖௒ଶ + ≥௑ଶ‖(ݐ)ܧ‖ߝ ቎ܪ‖ߤ଴‖௒ଶ + ଴‖௑ଶܧ‖ߝ + ᇱ݌2 න‖ܬ஼்(߬)‖௅ು()௉ᇲ ௧ݐ݀

଴ ቏
× ݌ݔ݁ ቐනܰ(߬)௧

଴ ݀߬ + නනܩ(߬, ఛ߬݀ݏ݀(ݏ
଴

௧
଴ ቑ, 

где 
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ܰ(߬) = ߲߲߬ ቎1ߤන|߰(߬ − ݏ݀|(ݏ + ߝ1 න|߮(߬ − ఛݏ݀|(ݏ
଴

௧
଴ ቏, 

,߬)ܩ (ݏ = ߤ1 ቤ߲߰(߬ − ߲߬(ݏ ቤ + ߝ1 ቤ߲߰(߬ − ߲߬(ݏ ቤ, 
ଵ௣ + ଵ௣ᇱ = 1, ݌ ≥ 2, ‖(ݐ)ݑ‖ = ቀ׬ ,ݔ)ଶݑ (ݐ ቁଵݔ݀ ଶൗ

. 

 

Доказательство. Умножим формально в ܮଶ(	 × 	 ]0, ܶ[	)	уравнения (1) и 
(2) с учетом (5) на Е и Н соответственно и сложим результаты. Замечая, что න ݔ݀ܧݐ݋ݎܪ = න ఛܪ 	× ݔఛ݀ܧ	 +௦

න ݔ݀ܪݐ݋ݎܧ =


න ,ݔ݀ܪݐ݋ݎܧ


																									(9) 
и учитывая (1.6), (1.7), получаем неравенство (ݐ)ܪ‖ߤ‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)ܧ‖ߝ + න((ܧ)ܬ, ௧(ܧ

଴ ݀߬ ≤ ଴‖௒ଶܪ‖ߤ + ଴‖௑ଶܧ‖ߝ + න(ܬ஼், ߬݀(ܧ +௧
଴  

+නܰ(߬)௧
଴ ௒ଶ‖(߬)ܪ‖ߤ] + ௑ଶ‖(߬)ܧ‖ߝ ]݀߬ + නනܩ(߬, ௒ଶ‖(ݏ)ܪ‖ߤ](ݏ + ௑ଶ‖(ݏ)ܧ‖ߝ ఛ߬݀ݔ݀[

଴
௧
଴  

Предположим, что (ܬ(ܧଵ) − ,(ଶܧ)ܬ ଵܧ − (ଶܧ ≥ 0, ,ଵܧ ௉()ܮ	߳	ଶܧ ௉|ܧ|ܥ , ≤ ܧ(ܧ)ܬ ≤ ,௉|ܧ|ሚܥ ܲ ≥ 2, ܿ, ܿ̃ = ݐݏ݊݋ܿ > 0																			(10) 
тогда из последнего неравенства в силу неравенства Юнга вытекает 
неравенство: (ݐ)ܪ‖ߤ‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)ܧ‖ߝ + ܿଵ න‖ܧ(߬)‖௅௉()௉௧

଴ ݀߬ ≤ ଴‖௒ଶܪ‖ߤ + ଴‖௑ଶܧ‖ߝ + 

+ ᇱ݌1 න‖ܬ஼்(߬)‖௅௉ᇲ()௣ᇲ௧
଴ ݀߬ + නܰ(߬)[ܪ‖ߤ(߬)‖௒ଶ + ௑ଶ‖(߬)ܧ‖ߝ ]௧

଴ ݀߬ + 

+නනܩ(߬, ఛ(ݏ
଴

௧
଴ ௒ଶ‖(ݏ)ܪ‖ߤ] + ௑ଶ‖(ݏ)ܧ‖ߝ  (11)																																																			߬݀ݏ݀[

 

Так как ܰ(߬) и ܩ(߬,  непрерывные и неотрицательные функции, в – (ݏ
силу обобщения неравенства Гронуолла – Беллмана 3.4 и условия 
монотонности из (11) получим оценку (ݐ)ܪ‖ߤ‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)ܧ‖ߝ ≤ ቎ܪ‖ߤ଴‖௒ଶ + ଴‖௑ଶܧ‖ߝ + ᇱ݌1 න‖ܬ஼்(߬)‖௅௉ᇲ()௣ᇲ ݀߬௧

଴ ቏ × 

× exp 	ቐන ൥ܰ(߬) + නܩ(߬, ఛ(ݏ
଴ ൩௧ݏ݀

଴ ݀߬ቑ 

при всех ݐ = [ܱ, ܶ]. 
Возвращаясь снова к (1.11), получаем (ݐ)ܪ‖ߤ‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)ܧ‖ߝ + න‖ܧ(߬)‖௅௉()௉ ݀߬௧

଴ ≤  (12)																																					,ݐݏ݊݋ܿ
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С1 означает различные константы. 
Неравенство (12) приводит к априорным оценкам ܧ	߳	ܮஶ(0, ܶ; ܺ)		ܮ௉൫0, ܶ; ௉()	ܮ ൯, ܪ	߳	ܮஶ(0, ܶ; ܻ), 

если предположить, что ߝ, ,ߤ ߮(0), ߰(0) – положительные постоянные и ߮(ݏ	߬), ,(ݏ)߰ ,(ݏ)′߮ ݐ непрерывные и положительные функции при – (ݏ)′߰ ≥߬ ≥ 0, кроме того, ܪ଴	߳	ݕ, ,ݔ	߳	଴ܧ ,௉ᇲ൫0ܮ	߳	஼்ܬ ௉ᇱ()		ܮ	;ܶ ൯																																					(13). 
Теорема 1. Предположим, что ߝ, ,ߤ ߮(0), ߰(0)	– положительные 

постоянные и ߮(ݏ	߬), ,(ݏ)߰ ,(ݏ)′߮  непрерывные и положительные – (ݏ)′߰
функции при ݐ ≥ ߬ ≥ 0, кроме того, выполнены условия (10), (13). 

Тогда задача (1)-(7) имеет единственно обобщенное решение и такое, 
что ܧ	߳	ܮஶ(0, ܶ; ܺ)		ܮ௉൫0, ܶ; ௉()	ܮ ൯, ܪ	߳	ܮஶ(0, ܶ; ܻ). 

Доказательство. Будем искать приближенное решение задачи (1)-(7) в 
виде 5-6. ܪ௡(ݔ, (ݐ =෍ ௝ܿ௡(ݐ) ௝߱(ݔ),														௡

௝ୀଵ ,ݔ)௡ܧ (ݐ =෍ ௝݀௡(ݐ)߮௝(ݔ),௡
௝ୀଵ  																൛ ௝߱(ݔ)ൟ	߳	ܻ,																																	൛߮௝(ݔ)ൟ	߳	ܺ		ܮ	()௉ , 

где ௝ܿ௡(ݐ), ௝݀௡(ݐ) определяются из уравнений −൫ݐ݋ݎ	ܪ௡, ߮௝൯ + ቆ߲ܦ(ܧ௡)߲ݐ + ,(௡ܧ)ܬ ߮௝ቇ + ൫ܬ஼்(ݐ), ߮௝൯ = 0, ൫ݐ݋ݎ	ܧ௡, ௝߱൯ + ቆ߲ܤ(ܪ௡)߲ݐ + ,(௡ܧ)ܬ ௝߱ቇ = 0																																														(14) 
Чтобы определить из уравнений (14) функций ௝݀௡(ݐ) и ௝ܿ௡(ݐ), надо 

задать для них начальные условия. 
Эти условия мы зададим таким образом, чтобы при   ݐ = ௡(0)ܧ  .0 = ,௢௡ܧ ௢௡ܧ → ௉()	ܮ		௢   в   ܺܧ    при  	݊ → ௡(0)ܪ ,∞ = ,௢௡ܪ ௢௡ܪ → ݊	     при	௢   в   ܻܪ → ∞. 

По условию теореме ܪ௢(ݔ)	߳	ܻ и ܧ௢(ݔ)	߳	ܺ принадлежат пространству ܮ	()ଶ . Умножая (14) на ௝ܿ௡(ݐ) и ௝݀௡(ݐ) соответственно, суммируя по ܬ и слагая 
результаты, при учете (5), (6) и (7) получаем тождество 12	 ݐ݀݀ ௒ଶ‖(ݐ)௡ܪ‖ߤ] + ௑ଶ‖(ݐ)௡ܧ‖ߝ ] + න|ܧ௡|௉݀ݔ



= ,(ݐ)஼்ܬ)− (௡ܧ − 

−ቌ ݐ߲߲ ቎න߮(ݐ − ௡(߬)௧ܧ(߬
଴ ݀߬቏ , ௡ቍܧ − ቌ ݐ߲߲ ቎න߰(ݐ − ௡(߬)௧ܪ(߬

଴ ݀߬቏ ,  .௡ቍܪ
Из последнего тождества вытекает неравенство ܪ‖ߤ௡(ݐ)‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)௡ܧ‖ߝ + 2න‖ܧ௡(߬)‖௅௉()௉ ݀߬ ≤௧

଴ ௢௡‖௒ଶܪ‖ߤ + ௢௡‖௑ଶܧ‖ߝ + 

+ ᇱ݌2 න‖ܬ஼்(߬)‖௅ುᇲ()௉ᇲ ݀߬ + නܰ(߬)௧
଴ ௡(߬)‖௒ଶܪ‖ߤ] + ௡(߬)‖௑ଶܧ‖ߝ ]௧

଴ + 
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+නනܩ(߬, ఛ(ݏ
଴

௧
଴ ௒ଶ‖(ݏ)௡ܪ‖ߤ] + ௑ଶ‖(ݏ)௡ܧ‖ߝ  (15)																																											.߬	݀ݏ݀[

В силу свойства (10) и лемы Гронуолла-Беллмана находим ܪ‖ߤ௡(ݐ)‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)௡ܧ‖ߝ ≤ ௢௡‖௒ଶܪ‖ߤ] + ௢௡‖௑ଶܧ‖ߝ + + ஼்(߬)‖௅ುᇲ()௉ᇲܬ‖න′݌1 ݀߬௧
଴ ቏ exp	 ቐන ൥ܰ(߬) + නܩ(߬, ఛݏ݀(ݏ

଴ ൩ ݀߬௧
଴ ቑ 

При всех ݐ	߳	[ܱ, ܶ], не зависящих от n. 
Возвращаясь снова к (15), получаем ܪ‖ߤ௡(ݐ)‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)௡ܧ‖ߝ + ݌)2 − 1)ܲ න‖ܧ௡(߬)‖௅ು()௉ ݀߬ ≤ ௧.ݐݏ݊݋ܿ

଴ 														(16) 
Отсюда следует, что ݐ௡ = ܶ. Неравенств (16) означает, что при ݊ → ,ܱ)ஶܮ ௡ ограниченна вܪ ∞ ܶ; ,ܱ)ஶܮ ௡ ограниченна вܧ (ܻ ܶ; ܺ)		 

Известно из 5;7,что пространства ܮஶ(ܱ, ܶ; ܺ)		ܮ௉൫ܱ, ܶ; ,ܱ)ஶܮ ()൯ и	௉ܮ ܶ; ܻ) являются сопряженными к ܮଵ(ܱ, ܶ; ܺ′) + ,௉൫ܱܮ ܶ; ,ܱ)ଵܮ ()൯ и	௉ܮ ܶ; ܻ) соответственно, значит, из последовательностей {ܪ௡},  можно {௞ܧ}
извлечь подпоследовательности {ܪ௡}, ௞ܪ  такие, что {௞ܧ} → ,ܱ)ஶܮ слабо в ܪ ܶ; ௞ܧ (ܻ → ,ܱ)ஶܮ слабо в ܧ ܶ; ܺ)		ܮ௉൫ܱ, ܶ;  ()൯	௉ܮ

Теперь, переходя в (14) к пределу при ݊ = ݇ → ∞, при фиксированном 
получаем 
                                                          −൫ܪݐ݋ݎ, ߮௝൯ + ቀడ஽(ா)డ௧ + ߯, ߮௝ቁ + ൫ܬ஼், ߮௝൯ = 0  ൫ܧݐ݋ݎ, ݆߱൯ + ቆ߲ݐ߲(ܪ)ܤ + ݆߱ቇ = 0, 		∀݆																																																																(17) 
 

Так система ൛߮௝ൟ плотна в ܺ		ܮ௉() и ൛ ௝߱ൟ плотна в Y, то (17) имеет 

место для любых функций     ݑ	 ∈ ܺ		ܮ௉() и ν ∈ Y: −(ܪݐ݋ݎ, (ݑ + ቆ߲ݐ߲(ܧ)ܦ , ቇݑ + (߯, (ݑ + ,஼்ܬ) (ݑ = ,ܧݐ݋ݎ) ,0 (ߥ + ቆ߲ݐ߲(ܪ)ܤ , ቇߥ = 0, 
Итак, мы докажем существование решений, если покажем, что  ߯ =  (18)																																																																		(ܧ)ܬ

Для этой цели используем свойство монотонности. В силу монотонности (ܧ)ܬ следует, что ܺ௞ = න൬ܬ൫ܧ௞(ݐ)൯ − ܬ ቀܧ෨(ݐ)ቁ൰ఛ
଴ , (ݐ)௞ܧ ݐ݀(ݐ)෨ܧ	− ≥ ,௉൫ܱܮ	߳	෨ܧ	∀ ,0 ܶ;  ()൯	௉ܮ

Согласно (14) න(ܬ(ܧ௞), ݐ݀(௞ܧ = −ఛ
଴ න(ܬ஼், ݐ݀(௞ܧ − 12 ௡(ܶ)‖௒ଶܪ‖ߤ] + ௡(ܶ)‖௑ଶܧ‖ߝ ] +்

଴  
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+12 ௢௞‖௒ଶܪ‖ߤ] + ௢௞‖௑ଶܧ‖ߝ ] − න[߮(0)‖ܧ௞(ݐ)‖௑ଶ + ݐ݀[௒ଶ‖(ݐ)௞ܪ‖(0)߰ −்
଴  

−නቌන߲߮(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)௞ܧ ∙



ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)௞ܧ −்
଴  

−නቌන߲߰(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)௞ܪ ∙



்,ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)௞ܪ
଴  

и, следовательно ܺ௞ = −න(ܬ஼், ݐ݀(௞ܧ − 12ఛ
଴ ௞‖௒ଶܪ‖ߤ] + ௞‖௑ଶܧ‖ߝ ] + 12 ௢௞‖௒ଶܪ‖ߤ] + ௢௞‖௑ଶܧ‖ߝ ] − 

 −න[߮(0)‖ܧ௞(ݐ)‖௑ଶ + ݐ݀[௒ଶ‖(ݐ)௞ܪ‖(0)߰ −்
଴ නቌන߲߮(ݐ − ௧ݐ߲(߬

଴ න (߬)௞ܧ ∙


ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)௞ܧ −்
଴  

−නቌන߲߰(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)௞ܪ ∙



ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)௞ܪ − න൫ܬ(ܧ௞), ݐ෨൯݀ܧ −ఛ
଴

்
଴  

 −නܬ൫ܧ෨൯, ൫ܧ௞ − ఛ.ݐ෨൯݀ܧ
଴  

Так как ܪ௞(ܶ) → (ܶ)௞ܧ ,в Y слабо (ܶ)ܪ → ௒ଶ‖(ݐ)௞ܪ‖ߤ]		inf	௞ и Х слабо, то limܧ + ௑ଶ‖(ݐ)௞ܧ‖ߝ ] ≥ ௒ଶ‖(ܶ)ܪ‖ߤ] + ௑ଶ‖(ܶ)ܧ‖ߝ ], lim	inf	න[߮(0)‖ܧ௞(ݐ)‖௑ଶ + ݐ݀[௒ଶ‖(ݐ)௞ܪ‖(0)߰ ≥்
଴  

≥ න[߮(0)‖(ݐ)ܧ‖௑ଶ + ்,ݐ݀[௒ଶ‖(ݐ)ܪ‖(0)߰
଴  

lim inf ቎නቌන߲߮(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)௞ܧ ∙



ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)௞ܧ +்
଴  

+නቌන߲߰(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)௞ܪ ∙



்ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)௞ܪ
଴ ቏ ≥ 

≥ නቌන߲߮(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)ܧ ∙



ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)ܧ +்
଴  

+නቌන߲߰(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)ܪ ∙



்ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)ܪ
଴  

 

Поэтому 

 0 ≤ lim supܺ௞ ≤ ׬− ,஼்ܬ) ݐ݀(ܧ − ଵଶఛ଴ ௒ଶ‖(ܶ)ܪ‖ߤ] + ௑ଶ‖(ܶ)ܧ‖ߝ ] + 
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12 ௢‖௒ଶܪ‖ߤ] + ௢‖௑ଶܧ‖ߝ ] − න[߮(0)‖(ݐ)ܧ‖௑ଶ + ݐ݀[௒ଶ‖(ݐ)ܪ‖(0)߰ −்
଴  

−නቌන߲߮(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)ܧ ∙



ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)ܧ −்
଴ නቌන߲߰(ݐ − ௧ݐ߲(߬

଴ න (߬)ܪ ∙


ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)ܪ −்
଴  

 −න൫߯, ݐ෨൯݀ܧ − නቀܬ൫ܧ෨൯, ൫ܧ௞ − ൯ቁ	෨ܧ ்	(19)																																																	.ݐ݀
଴

்
଴  

С учетом (18) после интегрирования по частям получаем න൫߯, ݐ෨൯݀ܧ = −න(ܬ஼், ݐ݀(ܧ − 12ఛ
଴ ௒ଶ‖(ܶ)ܪ‖ߤ] + ௑ଶ‖(ܶ)ܧ‖ߝ ] +்

଴
12 ௢‖௒ଶܪ‖ߤ] + ௢‖௑ଶܧ‖ߝ ] − 

−න[߮(0)‖(ݐ)ܧ‖௑ଶ + ݐ݀[௒ଶ‖(ݐ)ܪ‖(0)߰ −்
଴ නቌන߲߮(ݐ − ௧ݐ߲(߬

଴ න (߬)ܧ ∙


ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)ܧ −்
଴  

−නቌන߲߰(ݐ − ௧ݐ߲(߬
଴ න (߬)ܪ ∙



்.ݐቍ݀߬݀ݔ݀(ݐ)ܪ
଴ 																																													(20) 

Но из (19) в силу (20) следует, что  න൫߯ − ,෨൯ܧ൫ܬ ܧ − ݐ෨൯݀ܧ ≥ 0்
଴ 																																																				(21) 

Теперь используем полунепрерывность для доказательства того, что 
(21) следует из (18) 5, 8. Положим ܧ෨ = ܧ − ,߱ߣ ߣ > 0, ,௉൫ܱܮ	߳	߱ ܶ;  ௉()൯ܮ
произвольно, тогда из (21) следует, что 

ߣ   ׬ (߯ − ܧ)ܬ − ,(߱ߣ ݐ݀(߱ ≥ 0଴் .																																																	(22) 
После деления неравенства (22) на න(߯ − ܧ)ܬ − ,(߱ߣ ݐ݀(߱ ≥ 0,்

଴ 																																																		(23) 
откуда при ߣ → 0 в (23), что законно в силу теоремы Лебега, получаем, что  ׬ (߯ − ,(ܧ)ܬ ݐ݀(߱ ≥ 0଴் 			∀߱. 

Следовательно, (ܧ)ܬ = ߯. 
Покажем, что это решение единственно. Если ܧଵ(ݐ), ,(ݐ)ଵܪ и (ݐ)ଶܧ  (ݐ)ଶܪ

– два решения, то (ݐ)ܪ = (ݐ)ଵܪ − ,(ݐ)ଶܪ (ݐ)ܧ = (ݐ)ଵܧ −  удовлетворяют (ݐ)ଶܧ
уравнениям ܪݐ݋ݎ = ߝ ݐܧ߲߲ + (ଵܧ)ܬ − (ଶܧ)ܬ + ݐ߲߲ ቌන߮(ݐ − ௧߬݀(߬)ܧ(߬

଴ ቍ,																																	(24) 
ܧݐ݋ݎ = ߤ− ݐܪ߲߲ − ݐ߲߲ ቌන߰(ݐ − ௧߬݀(߬)ܪ(߬

଴ ቍ,																																													(25) ܧఛ ௦⁄ = 0, ,ݔ)ܪ 0) = 0, ,ݔ)ܧ 0) = 0 

Умножая скалярно обе части (24), (25) на Е и Н соответственно и складывая 
результаты, получаем 
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,ܧ) (ܪݐ݋ݎ − ,ܪ) (ܧݐ݋ݎ = ߝ ൬ܧ, ݐܧ߲߲ ൰ + ߤ ൬ܪ, ݐܪ߲߲ ൰ + (ଵܧ)ܬ) − ,(ଶܧ)ܬ ଵܧ − (ଶܧ + 

+ቌ ݐ߲߲ ቎න߮(ݐ − ௧߬݀(߬)ܧ(߬
଴ ቏ , ቍܧ + ቌ ݐ߲߲ ቎න߰(ݐ − ௧߬݀(߬)ܪ(߬

଴ ቏ ,  .ቍܪ
 

Учитывая (9) и условия монотонности (10), после несложных 
преобразований находим (ݐ)ܪ‖ߤ‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)ܧ‖ߝ ≤ නܰ(߬)[ܪ‖ߤ(߬)‖௒ଶ + ௑ଶ‖(߬)ܧ‖ߝ ]݀߬ +௧

଴  

+නනܩ(߬, ఛ(ݏ
଴ ௒ଶ‖(ݏ)ܪ‖ߤ] + ௑ଶ‖(ݏ)ܧ‖ߝ ௧.߬݀ݐ݀[

଴ 																																											(26) 
Используя обобщение неравенства Гронуолла-Беллмана, аз (26) следует, что (ݐ)ܪ‖ߤ‖௒ଶ + ௑ଶ‖(ݐ)ܧ‖ߝ ≤ 0. 
Следовательно, ܪ = 0	и	ܧ = 0.	 

Замечание. Требование теоремы можно ослабить, если потребовать 
существование следующих интегралов: නܰ(ݐ) < +∞,										 නනݐ)ܩ, ߬)௧

଴ ݐ݀߬݀ < +∞.்
଴

௧
଴  
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О РАЗРЕШИМОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 
ЭЛЕКТРОДИНАМИКИ С ПАМЯТЬЮ 

 

Автор при доказательстве теоремы существования и единственности задач в 
функциональных пространствах использует свойства векторных операторов и и 
обобщенные неравенства Гронуолла-Беллмана, свойства функции с памятью и свойства 
монотонности нелинейного члена. Приводит ряд определений, доказывает лемму для 
решения нелинейных краевых задач. 
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КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: нелинейность, краевая задача, функциональное 
пространство, синоидальный вектор, неравенство Юнга, неравенства Гронуолла-
Беллмана, свойство монотонности, склярное умножение. 

 

ON THE SOLVABILITY OF NONLINEAR BOUNDARY VALUE PROBLEMS 
OF ELECTRODYNAMICS WITH MEMORY 

 

The author in the proof of the theorem of existence and uniqueness problems in 
functional spaces uses the properties of vector operators and generalized inequality Gronwall-
Bellman, properties of the function with the memory and the properties of monotonicity of the 
nonlinear term. The autor gives a number of definitions proves the lemma for the solution of 
nonlinear boundary value problems. 

KEY WORDS: nonlinearity, boundary value problem, functional space, synodally 
vector, Young's inequality, inequality of Gronwall-Bellman, the property of monotonicity, 
sclerae multiplication. 

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРЕ: Курбанов Икром Курбанович, член-корр. АН РТ, 
доктор физико-математических наук, профессор кафедры высшей математики ТРСУ. 
 
УДК 517.94.6 
 

ДВОЯКОПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

Сафаров Д. С., Абдулвохиди О. 
Курган - Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава 

 

На комплексной плоскости ℂ	рассмотрим эллиптическую систему 
дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка, 
записанную  в комплексной форме  [1]. ݓܮ = ߲ଶݖ߲̅ݖ߲ݓ + ܽ ̅ݖ߲ݓ	߲ + ܾ ݖ߲ݓ	߲ + ݓܿ =  (1)																														,(ݖ)݂
где ݖ = ݔ + ,	ݕ݅ ݓ = ݑ + ,	ݒ݅ 	2߲௭̅ = ߲௫ + ߲݅௬, 	2 ௭߲ = ߲௫ − ߲݅௬,			4ݓ௭̅௭ = ߲௫௫ݓ +߲௬௬ݓ, ܽ, ܾ, ܿ − заданные двоякопериодические функции с основными периодами   ℎଵ, ℎଶ, ݉ܫ(ℎଶ/ℎଵ) 	> 0. 

В работе [2] уравнения (1) исследовано в классе 


2,2 pWp  

двоякопериодических функций с основными периодами ℎଵ, ℎଶ и принадлежащие 
пространству Соболева  ௣ܹ	ଶ(Ω), где  Ω − один из параллелограммов периодов 
решетки  Γ = {݉ଵℎଵ + ݉ଶℎଶ	;݉ଵ,݉ଶ − целые	числа},	 когда коэффициенты и 
правая часть (1) принадлежат классу 	ܮ௣∗ 	, ݌ > 2.  Доказано что уравнение (1) 

Фредгольмово  в пространстве ,2,2 


pWp то есть ядро и ядро задачи имеет 

одинаковую размерность. 
В данной работе даётся описание ядро и коядро задачи в случае 

постоянных коэффициентов. Будем воспользоваться  методом факторизации. 
Пусть 	Ω −основной параллелограмм решетки  Γ = ଴ݖ} + ݉ଵℎଵ +݉ଶℎଶ	; 		݉ଵ,݉ଶ − целые	числа}, ݖ଴ −некоторая точки плоскости  ℂ, содержащий 
начала координат, то есть Ω = ଴ݖ} + ଵℎଵݐ + ;	ଶℎଶݐ 0 ≤ ଶݐ			,ଵݐ < 1}, [3]. 

Если  ܿ = ܾܽ,  то левую часть (1) можно записать в виде ൬߲	߲̅ݖ + ܾ൰ ൬߲	ݖ߲ݓ + ൰ݓܽ =  (2)																																											.(ݖ)݂
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Будем искать двоякопериодические решения уравнения из класса 	ܥ∗ଶ, [4] то 
есть регулярные двоякопериодические с периодами  ℎଵ, ℎଶ	 и принадлежащие в ܥଶ(Ω) ∩  была (ݖ)݂ потребуем, чтобы (ݖ)݂  ଵ(Ωഥ). Относительно функцииܥ
двоякопериодическая, с периодами 	ℎଵ, ℎଶ	и непрерывная  по	 Гёльдеру в Ω с 
показателем 	,ߙ			0 ≤ ߙ < 1,  то есть  ݂(ݖ) 	∈ ,ఈ∗ܪ [ ]. Обозначим через C∗௡ା஑, 
класс функций C∗௡ା஑ = 	C∗௡ ∩ ,ఈ∗ܪ 0 < ߙ ≤ 1, ݊ − целое, натуральное 

Вводя новую функцию  (ݖ)ߴ = ݖ߲ݓ	߲ +  																																												,ݓܽ
запишем (2) в виде  ߲	̅ݖ߲ߴ + ߴܾ =  	(3)																																								.(ݖ)݂

Все двоякопериодические решения уравнения (3) найдены в монографии  
[4],  с помощью интегральных операторов   ఍ܶߩ  и  ఙܶߩ  ядрами которых 
соответственно являются эллиптические функции Вейерштрасса 	(ݖ)ߞ, (ݖ)ߪ − 
построенные на периодах  ℎଵ, ℎଶ. 

 Они имеют вид  

఍ܶߩ = − ݐ)ߞ(ݐ)ߩඵߨ1 − 	௧Ω݀(ݖ
ஐ 	, 

ఙܶߤ = − (ݐ)ߤඵߨ1 ݐ)ߪ − ݖ − Δ)ߪ(−Δ)ݐ)ߪ − (ݖ ݀௧Ω	
ஐ ,						Δ ∈ഥ 	Γ, 

Функция 	݃(ݖ) = ఍ܶߩ,   при   ߩ ∈ 	Ω	݀(ݐ)ߩఈ  и выполнении условия  ඵ∗ܪ
ஐ = 0, 

является функцией класса C∗	ଵ, то есть  g(z + hଵ) = g(z), g(z + hଶ) = g(z),		 
и ݃௭̅ = а её производная по  z,  то есть   ݃௭ ,(ݖ)ߩ ∶ ఈ∗ܪ → ,ఈ∗ܪ 0 < ߙ < 1.   
Функция ߯(ݖ) = ఙܶߤ		при			(ݐ)ߤ ∈ ,ఈ(Ω)	ܪ обладает	свойством: ߯൫ݖ + ℎ௝൯ = ݁ఎೕ୼߯(ݖ),						݆ = 1,2 
и       ߯௭̅ = (Ωഥ)	ఈ	ܪ	:௭߯						ܽ			,(ݖ)ߤ 		→ ,ఈ(Ωഥ)	ܪ 0 < ߙ ≤ 1.  
Эти свойств  интегральных ఍ܶߩ, ఙܶߤ  операторов установлены  в [4]. 
Условия разрешимости уравнения (4) зависит от значения ܾ:	ܾ ∈ Γଵ	  или ܾ ∈ഥ Γଵ,	 где  Γଵ −решетка вида   Γଵ = గ|ஐ| Γ,					|Ω| = |Ω|ݏ݁݉ = |ℎଵ|ଶ݉ܫ(ℎଶ/ℎଵ). 
а) Пусть 	ܾ ∈ Γଵ, тогда согласно результатам работы [4] однородное 

уравнение (3) в классе C∗ଵ имеет решение виде ߴ଴(ݖ) = ݁ି௕௭̅ା௕ത௭,	 
 а для разрешимости  неоднородного уравнения необходимо и достаточно чтобы  ඵ݂(ݐ)݁௕௭̅	ିௗ௭݀	Ω	

ஐ = 0.																																													(4) 
При этом все решения уравнения (4) из классе C∗ଶ представимы в виде  ߴ	(ݖ) = ݁ି௕௭̅ା௕ത௭ൣܿ + ఍ܶ൫݂݁௕௭̅ି௕ത௭൯൧.																																	(5) 
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б) Если 	ܾ ∈ഥ Γଵ,  то однородное уравнение (3) имеет лишь нулевое решение, 
а неоднородное уравнения при любой правой части  имеет, притом единственное  
решение вида  ߴ	(ݖ) = ݁ି௕௭̅ାௗ	௭ ఙܶ(݂݁௕௭̅ିௗ	௭) = = −݁ି௕௭̅ାௗ	௭ߨ ඵ݂(ݐ)݁ି௕௧̅ାௗ௧ ݐ)ߪ − ݖ − Δ)ߪ(−Δ)ݐ)ߪ − (ݖ ݀	Ω	

ஐ ,								(6)	 
где постоянные  ݀	, ∆ определяются из системы уравнений  ݀	ℎଵ + =∆ଵߟ ܾℎതଵ݀	ℎଶ + =∆ଶߟ ܾℎതଶቋ.																																								(7) 

Это система уравнений благодаря соотношению Лежандра  ߟଵℎଶ − ଶℎଵߟ = ௝ߟ ݅ߨ2 = ߞ2 ቀ௛ೕଶ ቁ , ݆ = 1,2 −циклические постоянные [3], имеет решение  ݀ = ߨ2ܾ݅ ൫ߟଶℎതଵ − =∆				,(Γ	݀݋݉)ଵℎതଶ൯ߟ −ܾΩ଴ߨ  ,(Γ	݀݋݉)
 Ω଴ = Ωݏ݁݉ = |ℎଵ|ଶ݉ܫ(ℎଶ/ℎଵ). 
Теперь, найденное значения ߴ	(ݖ) по формулами (5),(6) поочередно, 

подставляем в левую часть уравнения  ߲	ݖ߲ݓ + ݓܽ =  (8)																																					,(ݖ)ߴ
и находим решения уравнения (1).  

Разрешимость уравнения (8) также, как (3), зависит от свойства ܽ: ܽ ∈ Γതଵ,или	ܽ ∈ഥ Γതଵ,  Γതଵ −сопряженная решетка с Γଵ.  
в) Если  ܽ ∈ Γതଵ то однородное уравнение (8) имеет решение вида ߴ଴(ݖ) = ݁ି௔௭ା௔௭തതതത,	 ܽ для разрешимости неодорого уравнения необходимо и достаточно, чтобы  ඵ݂(ݐ)݁௔௭ି௔௭തതതത݀	Ω	

ஐ = 0.																																						(9) 
При этом все решения (8) из класса C∗ଵ представимы в виде ߴ	(ݖ) = ݁ି௔௭ା௔௭തതതതൣܿଶ + തܶ఍(݂(ݖ)݁௔௭ି௔௭തതതത)൧,																																	(10) 

где ܿଶ произвольная постоянная, ܽ, തܶ఍ߩ имеет вид തܶ఍ߩ = − ̅ݐ)ߞ(ݐ)ߩඵߨ1 − 	௧Ω݀(̅ݖ
ஐ (̅ݖ)ߞ								,	 =  .തതതതതത(ݖ)ߞ

2) Если ܽ ∈ Γതଵ то однородное уравнение (8) в класса C∗ଵ имеет только 
нулевое решение, ܽ неоднородное уравнение имеет, притом, единственное 
решения вида  ߴ	(ݖ) = ݁ି௕௭̅ିௗభ௭̅ ఙܶ(݂(ݖ)݁௕௭̅ାௗభ௭) = = −݁ି௔௭̅ିௗభ௭̅ ௔ାௗభ௧തതതതത݁(ݐ)ඵ݂ߨ1 ݐ)ߪ − ݖ − Δ)തതതതതതതതതതതതതതതതߪ(−Δ)ݐ)ߪ − (ݖ ݀௧Ω	

ஐ ,																				(11)	 
где постоянные  ݀ଵ, ∆ определяются из системы уравнений  −݀ଵℎതଵ + =ଵ∆തߟ̅ ܾℎതଵ−݀ଵℎതଶ + =ଶ∆തߟ̅ ܾℎതଶቋ,																																	(12) 

Это система уравнений благодаря соотношению Лежандра  ℎതଵ̅ߟଶ − ℎതଶ̅ߟଵ =  ݅ߨ2−
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имеет единственное решение  (݀ଵ, ∆); ݀̅ଵ = − ߨ2ܽ݅ ൫ℎതଵ̅ߟଶ − ℎതଶ̅ߟଵ൯(݉݀݋	Γ),				∆ത= −ܽΩ଴ߨ  .(Γ	݀݋݉)
Для любой функции   ߮(ݖ) ∈ 	C∗ଵ справедливы формулы [4] ߮(ݖ) = ݅ߨ12 ቐߟଵ න ௭బା௛మݐ݀(ݐ)߮

௭బ − ଶߟ න ௭బା௛భݐ݀(ݐ)߮
௭బ ቑ

− ඵ߲߲߮߬̅ߨ1 ߬)ߞ − 	௧Ω݀(ݖ
ஐ ,																																																																														(13) 

(ݖ)߮ = − ݅ߨ12 ቐ̅ߟଵ න ௭బା௛మ̅ݐ݀(ݐ)߮
௭బ − ଶߟ̅ න ௭బା௛భݐ݀(ݐ)߮

௭బ ቑ −				 
ඵ߲߲߮߬ߨ1− ̅߬)ߞ − 	௧Ω݀(̅ݖ

ஐ .																	(14) 
Из утверждений ܽ), б) и формулы (13), (14) получим. 
Теорема 1. Пусть в уравнении (1); ܽ ∈ Γതଵ, ܾ ∈ Γଵ, ܽ + തܾ ≠ 0, (ݖ)݂ ∈ ,ఈ∗ܪ 0 ߙ≥ < 1. Тогда однородное уравнения имеет два решения над полем комплексных 

чисел ݓ଴(ݖ) = ݁ି௕௭̅ା௕ത௭,								ݓଵ(ݖ) = ݁ି௔௭ା௔௭തതതത. 
Для разрешимости неоднородного уравнения необходимо и достаточно, 

чтобы  ඵ݂(ݐ)݁௕௭̅ି௕ത௭݀	Ω	
ஐ = 0,												ඵ݂(ݐ)݁௔௭ି௔௭തതതത݀	Ω	

ஐ .					 
При этом решение уравнения (1) класса C∗ଵ представимо в виде ߴ	(ݖ) = ܿଵ݁ି௕௭̅ା௕ത௭ +	ܿଶ݁ି௔௭ା௔௭തതതത +  					(ݖ)௝ߴ

где ܿଵ, ܿଶ − произвольные постоянные, ߴ௝(ݖ) −одно из частных 
двоякопериодических решений вида 

ଵߴ = ଶߨ1 ݁ି௔௭ା௔௭തതതത തܶ఍ ቀ݁(௕തା௔)௭ି(௕ା௔ത)௭̅ ఍ܶ൫݂݁௕௭̅ି௕ത௭൯ቁ, ߴଶ = ଶߨ1 ݁ି௕௭̅ା௕ത௭ ఍ܶൣ݁(௕ା௔ത)௭̅ି(௕തା௔)௭ തܶ఍(݂݁௔௭ି௔௭തതതത)൧. 
В самом деле, доказательство теоремы следует из легко доказываемой 

лемме. 
Лемма. Пусть 	ܾ ∈ Γതଵ, ܽ ∈ഥ Γଵ	и		ܽ + തܾ ≠ 0,  тогда ܣ =ඵ݁(௕തା௔)௭ି(௕ା௔ത)௭̅ ఍ܶ൫݂݁௕௭̅ି௕ത௭൯݀	Ω	

ஐ = 0, 
ܤ =ඵ݁(௕ା௔ത)௭̅ି(௕തା௔)௭ തܶ఍(݂݁௔௭ି௔௭തതതത)݀	Ω	

ஐ = 0. 
Для доказательство этих равенств в интегралы (15), (16) достаточно менять 

порядок интегрирования и дальше использовать свойства интегральных 
операторов  	 ఍ܶߩ, തܶ఍ߩ доказанные в [4], формулы (13),(14). 

Действительно  
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ܣ =ඵ൝݁(௕തା௔)௭ି(௕ା௔ത)௭̅ݖ)ߞ − 	௕௭̅ି௕ത௭݀௧Ω݁(ݐ)ඵ݂(ݐ
ஐ ൡ ݀௭Ω	

ஐ . 
Согласно формулы  (13) находим ඵ݁(௕തା௔)௭ି(௕ା௔ത)௭̅ݖ)ߞ − 	௭Ω݀(ݐ

ஐ = 

= − 1ܾ + തܽඵ ̅ݖ߲߲ ൛݁(௕തା௔)௭ି(௕ା௔ത)௭̅ൟݖ)ߞ − 	௭Ω݀(ݐ
ஐ = ܾߨ + തܽ ݁(௕തା௔)௭ି(௕ା௔ത)௭̅ − 

ଵ2݅ߟ− න ݁(௕തା௔)௭ି(௕ା௔ത)௧̅݀ݐ௭బା௛భ
௭బ − ଶ2݅ߟ න ݁(௕തା௔)௭ି(௕ା௔ത)௧̅݀ݐ௭బା௛భ

௭బ . 
Криволинейные интегралы в силу, двояко периодичности функции  exp	[൫തܾ + ܽ൯ݖ − (ܾ + തܽ)̅ݖ] суть некоторые постоянные числа и пусть это будет  ܿଵ, и	ܿଶ. Тогда  ܣ = 1ܾ + തܽඵ݂(ݐ)ൣ݁௔௧ି௔௧തതത + ݁௕௧̅ି௕ത௧൧[ܿଵ +	ܿଶ]݀	Ω	

ஐ = 0. 
Отсюда в силу условия теоремы находим, что  ܣ = 0. Аналогично 

устанавливается, что В = 0. 
Из этой леммы следует, что функции ߴଵ(ݖ)		и	ߴଶ(ݖ) принадлежать классу  C∗ଵ, так как ఍ܶߩଵ, തܶ఍ߩଶ ∈ 	C∗ଵ,		где ߩଵ(ݖ) = (ݖ)ଶߩ ,௕௭̅ି௕ത௭݁(ݖ)݂ =  .௔௭ି௔௭തതതത݁(ݖ)݂
Теорема 2. Пусть в уравнении (1) ܿ = ܾܽ, തܾ = −ܽ	и		ܾ ∈ Γଵ, тогда 

однородное уравнение имеет, только одно решение вида  ߴ଴(ݖ) = ݁ି௕௭̅ା௕ത௭, 
а для разрешимости неоднородного уравнения, необходимо и достаточно, чтобы  ඵ݂(ݐ)݁௕௭̅ି௕ത௭݀	Ω	

ஐ = 0. 
При этом все решения уравнения (1) представимы в виде (ݖ)ݓ =݁ି௕௧̅ି௕ത௭[ܿଵ + ݖܣ + ̅ݖܤ + ଵగమ∬ ݐ)ߪ݈݊]௕௧̅ି௕ത௧݁(ݐ)݂ − ̅ݐ)ߪ(ݖ − ஐ		Ω	௧݀[(̅ݖ ,																						(18) 

где ܿ଴ −произвольная постоянная, постоянные A,B зависят как функционал от 
f(z)  и коэффициентов. 

Доказательство. Пусть выполнены условия теоремы, тогда легко проверить, 
что функция  ߴ଴(ݖ) = expൣതܾݖ − ൧̅ݖܾ ∈ 	C∗ଵ  и удовлетворяет однородному 
уравнению (1). 

Решение неоднородного уравнения (1) будем искать в виде  (ݖ)ݓ =  (19)																																															௕௭̅ି௕ത௭,݁(ݖ)߮
где  ߮(ݖ) −искомая функция из класса C∗ଶ. Подставляя (19) в (1)  для нахождения ߮(ݖ) получим уравнение Пуассона (в комплексной форме) ߮௭̅௭ = ݁௕௭̅ି௕ത௭݂(ݖ) = ଵ݂(ݖ).																																								(	10) 

Функция ଵ݂(ݖ) ∈ ,ఈ∗ܪ 0 < ߙ ≤ 1. Тогда согласно результатам работы [2] при  
выполнении условия (17) получим ߮(ݖ) = ܿ଴ + ܿଵ( ଵ݂)ݖ + ܿଶ( ଵ݂)̅ݖ + ଶඵߨ1 ଵ݂(ݐ)[݈݊ݐ)ߪ − ݐ)ߪ(ݖ − 		Ω	തതതതതതതതതതത]݀௧(ݖ

ஐ , (18ᇱ) 
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где ܿ଴ − произвольная постоянная и постоянные ܿଵ( ଵ݂), ܿଶ( ଵ݂)  имеют вид ܿଵ( ଵ݂) = ඵߙ ଵ݂(ݐ)݀ݐ		Ω		
ஐ + ඵߛ ଵ݂(ݐ)݀̅ݐ		Ω,		

ஐ  

ܿଶ( ଵ݂) = ඵߛ ଵ݂(ݐ)݀ݐ		Ω		
ஐ + ඵߚ ଵ݂(ݐ)݀̅ݐ		Ω,		

ஐ ߙ 																																 = ଵߟଵ൫ℎതଶିܦ − ℎതଵߟଶ൯,			ߚ = ଶߟଵ(ℎଵ̅ିܦ − ℎଶ̅ߟଵ),			ߛ = ܦ ,ଵିܦ݅ߨ2− = ,ଵߟ 	,(ℎଶ/ℎଵ)݉ܫℎଵ|ଶ|ߨ2 ଶߟ −циклические постоянные. 
Действительно, в силу свойства функции [2]  ,(ݖ)ߪ ядро подынтегрального 

выражения в (18’), функция ݃଴(ݐ, ;ݖ ,̅ݐ (̅ݖ = ݐ)ߪ݈݊] − ݐ)ߪ(ݖ −  തതതതതതതതതതത имеет следующие(ݖ
свойства (݃଴)௭ = ݐ)߫ − ௭̅(଴݃)				,(ݖ = ݐ)߫ − ݐ					,തതതതതതതതതത(ݖ ≠ ,ݐ଴൫݃ 																	,ݖ ݖ + ℎ; ,̅ݐ ̅ݖ + ℎത൯ = ݃଴(ݐ, ;ݖ ,̅ݐ (̅ݖ − ߟ ൬ݐ − ݖ − ℎ2൰ − ߟ̅ ቆݐ − തതതതതതݖ − ℎത2ቇ.				 ℎ = ݉ଵℎଵ + ݉ଶℎଶ, ߟ = ݉ଵߟଵ + ݉ଶߟଶ, ݉ଵ,݉ଶ − целые	число.		 

Если ߩ ∈ 	C∗ଵ,			݌ > 2,  то функция  Пఙߩ = ܿଵ(ߩ)ݖ + ܿଶ(ߩ)̅ݖ + ݐ)ߪ݈݊](ݐ)ߩଶඵߨ1 − ݐ)ߪ(ݖ − 		Ω	തതതതതതതതതതത]݀௧(ݖ
ஐ , 

допускает непрерывные по Гельдеру производные по ݖ	и	̅ݖ, которые 
вычисляются по формулам (Пఙ ଵ݂)௭ = ቌ(ܿଵ(ߩ)ݖ + ܿଶ(ߩ)̅ݖ) − ݐ)ߪ݈݊](ݐ)ߩඵ	ߨ1 − ݐ)ߪ(ݖ − 		Ω	തതതതതതതതതതത݀௧(ݖ

ஐ ቍ௭= ܿଵ(ߩ) + ఍ܶߩ, (Пఙߩ)௭̅ = ൬(ܿଵ(ߩ)ݖ + ܿଶ(ߩ)̅ݖ) − ଵగ	 ∬ ݐ)ߪ݈݊](ݐ)ߩ − ݐ)ߪ(ݖ − ஐ		Ω	തതതതതതതതതതത݀௧(ݖ ൰௭̅ =ܿଶ(ߩ) + ఍ܶߩതതതതത.  
В [2] показано, что 

఍ܶ൫ ఍ܶഥ ൯: ൝ߩ ∈ C∗ଵ,ඵ(ݐ)ߩ݀௧	Ω		
ஐ = 0ൡ → 	C∗ଵା஑,			0 < ߙ < 1. 

Поэтому функция Пఙߩ имеет также производные второго порядка, которые 
выражаются по формулам (Пఙߩ)௭௭̅ = (Пఙߩ)௭̅௭ = ଵ݂(ݖ), (Пఙߩ)௭௭ = ܵచߩ = − ݐ)℘(ݐ)ߩඵ	ߨ1 − 		Ω	݀(ݖ

ஐ ,	 	(Пఙߩ)௭௭തതത = ܵచ̅ߩ = − ݐ)℘(ݐ)ߩඵ	ߨ1 − 		Ω	തതതതതതതതതതത݀(ݖ
ஐ ,	 

сингулярные интегралы понимаются в смысле главного значения по Коши и ܵచ൫ܵݑచ̅൯: C∗஑ → C∗஑,			0 < ߙ < 1. класс	C∗஑ − двоякопериодических функций и непрерывных по Гельдеру в  Ω, с 
показателем ߙ. 
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Если ܽ ∉ Γതଵ, ܾ ∈ Γଵ (или наоборот), то можно доказать, что однородное 
уравнение (1) в классе   C∗ଶ имеет только одно решение. Для разрешимости 
неоднородного уравнения должно выполнятся один из условии (теоремы 1). 

В случае, когда   ܽ ∉ Γതଵ, ܾ ∉ Γଵ однородное уравнение (1) имеет только 
нулевое решение, а неоднородное уравнение всегда разрешимо. При этом 
уравнение (1) имеет притом одно единственное решение. 
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Пусть D  прямоугольник ܦ = ,ݔ)} ;(ݕ ݋	 < ݔ < ݋				,ଵߜ < ݕ <  .{ଶߜ
Далее обозначим Гଵ = ݕ} = ,݋ ݋ < ݔ < ,{ଵߜ Гଶ = ݕ} = ,݋ ݋ < ݕ <  .{ଶߜ



25 
 

В  области D рассмотрим систему 

۔ۖەۖ
ۓ ߲ଶݕ߲ݔ߲ݑ + ܽଵ(ݔ, ఈݎ(ݕ ݔ߲ݑ߲ + ܾଵ(ݔ, ఉݎ(ݕ ݕ߲ݑ߲ + сଵ(ݔ, ఈାఉݎ(ݕ ݑ = ଵ݂(ݔ, ఈାఉݎ(ݕ ,					߲ଶݔ߲ݑଶ + ܽଶ(ݔ, ఊݎ(ݕ ݔ߲ݑ߲ + сଶ(ݔ, ఈݎ(ݕ ݑ = ଶ݂(ݔ, ఊݎ(ݕ , 										 					(1) 

где ݎଶ = ଶݔ + ,ଶݕ ௝ܽ(ݔ, ,(ݕ ܾଵ(ݔ, ,(ݕ ௝ܿ(ݔ, ,(ݕ ௝݂(ݔ, ݆		(ݕ = 1,2	- заданные функции в 

области ,ܦ			ߙ = ߚ = ߛ = 1. 
Исследованию дифференциальных уравнений и переопределенных 

систем с регулярными и сингулярными коэффициентами посвящены работы 
[1-10]. 

Системы (1) при		ߙ > 2, ߚ > 2, ߛ > ,ߙ)	2 ,ߚ ߛ − целые		числа) 
рассмотрена в [8], а при ߙ = ߚ = ߛ = 2 в [9]. 

Целью настоящей работы, явилось получение представления  
многообразия  решений системы уравнений (1) при помощи произвольных 
функций и произвольных постоянных. 

В настоящей работе на основе способа, разработанного в [4] и [5] 
,получено представление многообразия решений системы уравнений (1) и 
исследованы свойства решений. 

В дальнейшем обозначим	ܥଶ(ܦ)-класс функций, которые имеют 
непрерывные производные первого порядка в D и такие, что ߲ଶݕ߲ݔ߲ݑ ∈ С(ܦ). 

Случай 1. Пусть первое уравнение системы (1) является главным. В 
этом случае получим следующее утверждение 

Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1) коэффициенты и правые 
части удовлетворяют следующим условиям 

 		1)		ܽଵ(ݔ, (ݕ ∈ ,(ഥܦ)௫ଵܥ ܽଶ(ݔ, (ݕ ∈ ௝,(ഥܦ)௬ଵܥ ,ݔ) ,(ݕ ௝݂(ݔ, (ݕ ∈ ,(ഥܦ)ܥ ݆ = 1,2	;				 		2)		сଵ(ݔ, (ݕ = ଶݎ ݔ߲߲ ቆܽଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ + ܽଵ(ݔ, ,ݔ)ଵܾ(ݕ ,(ݕ сଶ(ݔ, (ݕ = ݎ ݔ߲߲ ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ	;				 
 	3)			|ܽଵ(ݔ, (ݕ − ܽଵ(݋, |(݋ ≤ ,ఈభݎଵܪ ଵܪ = ,ݐݏ݊݋ܿ ݋ < ଵߙ < 1,					 
  							|ܾଵ(ݔ, (ݕ − ܾଵ(݋, |(݋ ≤ ,ఉభݎଶܪ ଶܪ = ,ݐݏ݊݋ܿ ݋ < ଵߚ < 1, 
   						|ܽଶ(ݔ, (݋ − ܽଶ(݋, |(݋ ≤ ,ఊభݔଷܪ ଷܪ = ,ݐݏ݊݋ܿ ݋ < ଵߛ < 1; 
 	4)					ܽଵ(݋, (݋ < ,݋ ܾଵ(݋, (݋ > 1−,݋ < ܽଶ(݋, (݋ < 0; 		5)				 ݔ߲߲ ቆܽଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ = ݕ߲߲ ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ 	в				ܦ; 
		6)				ܽଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቌ߰ଵ(ݕ) + න ଶ݂(ݐ, ଶݐඥݐ݀(ݕ + ଶ௫ݕ

௢ ቍ	+ ߰ᇱଶ(ݕ) + නݕ߲߲ ଶ݂(ݐ, ଶݐඥݐ݀(ݕ + ଶ௫ݕ
௢ =

= ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ − ܾଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ −ൣ݌ݔ݁ ௕ܹభଵ ,ݔ) ൧(ݕ ൬ݔ + ݕݎ ൰ି௕భ(௢,௢) (߰ଵ(ݕ) + 

+න ଵ݂(ݐ, ଶݐ(ݕ + ଶݕ ቌ൭ݐ + ඥݐଶ + ݕଶݕ ൱௕భ(௢,௢) ൣ݌ݔ݁ ௕ܹభଵ ,ݐ) ൧(ݕ ቍݐ݀ + ଵ݂(ݔ, ଶ௫ݎ(ݕ
௢ 	в		ܦ;	 
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7)		 ଵ݂(ݔ, (ݕ = ݋ ቆ൬ݔ + ݕݎ ൰ି௕భ(௢,௢) ఊమቇݎ , ଶߛ	 > 1, ଶ݂(ݔ, (݋ = ,(ఔభݎ)݋ ଵߥ	 >  						.݋
Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса 	ܥଶ(ܦ) 

представимо в виде ݔ)ݑ, (ݕ = −ൣ݌ݔ݁ ௔ܹభଵ ,ݔ) ൧(ݕ ൬ݕ + ݔݎ ൰ି௔భ(௢,௢) 
{߮ଵ(ݔ) + න݁ൣ݌ݔ ௔ܹభଵ ,ݔ) (ݏ − ௕ܹభଵ ,ݔ) ൧௬(ݏ

଴ ቆݏ + ଶݔ√ + ݔଶݏ ቇ௔భ(௢,௢) 
ቆݔ + ଶݔ√ + ݏଶݏ ቇି௕భ(௢,௢) (߰ଵ(ݏ) + න ଵ݂(ݐ, ଶݐ(ݏ + ଶݏ ቆݐ + ଶݐ√ + ݏଶݏ ቇ௕భ(௢,௢)௫

௢ ൣ݌ݔ݁		  ௕ܹభଵ ,ݐ) ൟݏ൯݀ݐ൧݀(ݏ ≡ ,(ݔ)ଵ൫߮ଵܯ ߰ଵ(ݕ), ଵ݂(ݔ, (ݔ)߮ଵ																																											 	 (2)																		൯,(ݕ = 21ܹܽ−ൣ݌ݔ݁ ,ݔ) 0)൧ିݔ௔మ(௢,௢) ቌсଵ න݁21ܹܽൣ݌ݔ ,ݐ) ൧௫(݋
௢ ௔మ(௢,௢)ݐ ቆ߰ଶ(݋) 																			

+ න ଶ݂(ݐଵ, ଵݐ(݋ ଵ௧ݐ݀
௢ ቇ ቍݐ݀ ≡ ଵܰ൫сଵ, ଶ݂(ݔ,  3)	(																																				൯,(݋

 
 ߰ଵ(ݕ) = ,ݕ)ܨ ߰ଶ(ݕ))ݕ ,ݕ൫ܨ (4)																																																								, ߰ଶ(ݕ)൯ = − ଵ݂(݋, (ݕ + ,݋)ଵܽݕ (ݕ)ଶ߰(ݕ + ,݋)ଶܽ(ݕ)′ଶ߰ଶݕ (ݕ − ܾଵ(݋, (ݕ ൫ܽଶ(݋, (ݕ ≠ ܾଵ(݋,  ,൯(ݕ
௔ܹభଵ ,ݔ) (ݕ = නܽଵ(ݔ, (ݏ − ܽଵ(݋, ଶݔ√(݋ + ଶݏ ௬,ݏ݀

௢ ௕ܹభଵ ,ݔ) (ݕ = නܾଵ(ݐ, (ݕ − ܾଵ(݋, ଶݐඥ(݋ + ଶݕ ௫,ݐ݀
௢  

௔ܹమଵ ,ݔ) 0) = නܽଶ(ݐ, (݋ − ܽଶ(݋, ݐ(݋ ௫,ݐ݀
௢  ߰ଶ(ݕ)	- произвольная функция одной независимой переменной ݕ, сଵ −произвольная постоянная. 

При этом lim௫→଴ ൬lim௬→଴ ,ݔ)ݑ ൰(ݕ = О൫ିݔ௔మ(௢,௢)൯,	
 lim௫→଴ ൜ݔ௔మ(௢,௢) lim௬→଴ ,ݔ)ݑ ൠ(ݕ = сଵ,		 																			 ,ݔ)ݑ (ݕ = ܱ ቆ൬ݕ + ݔݎ ൰ି௔మ(௢,௢)ቇ 								при	ݔ → 0, 



27 
 

௫ܲ,௔మଵ (ݑ) = ቆ߲ݔ߲ݑ + ܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇቤ௫ୀ௢ݑ = ߰ଶ(ݕ), ߰ଶ(ݕ) ∈  .(Гଶ)ܥ
 . 

 Случай 2. Пусть второе уравнение системы (1) является главным, в 
этом случае получим следующее утверждение. 

Теорема 2. Пусть в системе уравнений (1) коэффициенты и правые 
части удовлетворяют следующим условиям 					1)	ܽଵ(ݔ, (ݕ ∈ ,(ഥܦ)௫ଵܥ ܽଶ(ݔ, (ݕ ∈ ,(ഥܦ)௬ଵܥ ܽଶ(ݔ, (ݕ ∈ 											 ,(ഥܦ)௫ଵܥ ௝ܿ(ݔ, ,(ݕ ௝݂(ݔ, (ݕ ∈ ,(ഥܦ)ܥ ݆ = 1,2	; 
 					2)	сଶ(ݔ, (ݕ = ݎ ݔ߲߲ ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ , сଵ(ݔ, (ݕ = ଶݎ ݔ߲߲ ቆܽଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ+ܽଵ(ݔ, ,ݔ)ଵܾ(ݕ  	;(ݕ
 					3)	|ܽଵ(ݔ, (ݕ − ܽଶ(݋, |(݋ ≤ ,ఈమݎସܪ ସܪ = ,ݐݏ݊݋ܿ ݋ < ଶߙ < 1,		 					|ܽଵ(݋, (ݕ − ܽଵ(݋, |(݋ ≤ ,ఔమݔହܪ ହܪ = ,ݐݏ݊݋ܿ ݋ < ଶߥ < 1; 
 					4)	ܽଵ(݋, (݋ > 0, ܽଶ(݋, (݋ < 0; 
 					5)				 ݕ߲߲ ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ = ݔ߲߲ ቆܽଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ в				ܦ; 
 					6)	ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ − ܾଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ eݔpൣ− ௕ܹభଵ ,ݔ) ൧(ݕ ൬ݔ + ݕݎ ൰ି௕భ(௢,௢) 
ቌ߰ଵ(ݕ) + න ଵ݂(ݐ, ଶݐ(ݕ + ଶݕ ൭ݐ + ඥݐଶ + ݕଶݕ ൱௕భ(௢,௢) ൣ݌ݔ݁ ௕ܹభଵ ,ݐ) ൧(ݕ ௫ݐ݀

௢ ቍ + ଵ݂(ݔ, ଶݎ(ݕ = 

= ܽଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቆ߰ଶ(ݕ) + න ଶ݂(ݐ, ଶݐඥݐ݀(ݕ + (ଶݕ + ߰ଶᇱ (ݕ) + ௫ݕ߲߲
௢ න ଶ݂(ݐ, ଶݐඥݐ݀(ݕ + ଶ௫ݕ

௢ ቇ ; 						7)			 ଶ݂(ݔ, (݋ = 0			,(ఊమݎ)݋ < ଶߛ		 < 1. 
Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса 	ܥଶ(ܦ) 

представимо в виде ݔ)ݑ, (ݕ = ൬ݔ + ݕݎ ൰ି௔మ(௢,௢) −ൣ݌ݔ݁ ௔ܹమଵ ,ݔ)  ൧(ݕ
ቐ߰ଷ(ݕ) + න൭ݐ + ඥݐଶ + ݕଶݕ ൱௔మ(௢,௢) ൣ݌ݔ݁ ௔ܹమଵ ,ݐ) ൧௫(ݕ

௢ 				 
	ቌ	߰ଶ(ݕ) +	න ଶ݂(ݐଵ, ଵଶݐඥ(ݕ + ଶݕ ଵ௧ݐ݀

௢ ቍ݀ݐቑ ≡ ,(ݕ)ଶ൫߰ଷܯ ߰ଶ(ݕ), ଶ݂(ݔ,  (5)																			൯,(ݕ
 ߰ଷ(ݕ) = −ൣ݌ݔ݁ ௔ܹభଵ (0,  ௔భ(௢,௢)ିݕ൧(ݕ
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ቌܿଶ + නܨଵ൫ݏ, ߰ଶ(ݏ)൯		ݏଵି௔భ(௢,௢)௬
଴ ൣ݌ݔ݁ ௔ܹభଵ (0, ቍݏ൧݀(ݏ ≡ ଵܰ ቀܿଶ, ,ݕଵ൫ܨ ߰ଶ(ݕ)൯ቁ , (6) 

,ݕଵ൫ܨ ߰ଶ(ݕ)൯ = 1ܽଶ(݋, (ݕ − ܾଵ(݋, (ݕ ൣ݌ݔ݁ ௕ܹభଵ (0,  ൧(ݕ
 [− ଵ݂(0, (ݕ + ,݋)ଵܽݕ (ݕ)ଶ߰(ݕ + ,݋)ଶܽ)[(ݕ)ଶ߰′ଶݕ (ݕ ≠ ܾଵ(݋,  ;((ݕ
 

௔ܹమଵ ,ݔ) (ݕ = නܽଶ(ݐ, (ݕ − ܽଶ(݋, ଶݐඥ(݋ + ଶݕ ௫,ݐ݀
௢ ௔ܹభଵ (0, (ݕ = නܽଵ(0, (ݏ − ܽଵ(0,0)ݏ ௬,ݏ݀

௢  ߰ଶ(ݕ)	- произвольная функция одной независимой переменной ݕ, сଶ	- 
произвольная постоянная. 
       При этом  lim௬→଴ ቀlim௫→଴ ,ݔ)ݑ ቁ(ݕ = ܱ൫ିݕ௔భ(௢,௢)൯,	
 lim௬→଴ ቄݕ௔భ(௢,௢) lim௫→଴ ,ݔ)ݑ ቅ(ݕ = сଶ,		 		 ,ݔ)	ݑ (ݕ = ܱ ൬ቀ௫ା௥௬ ቁି௔మ(௢,௢)൰				при ݕ → 0, 	 ௫ܲ,௔మଵ ห௫ୀ௢(ݑ) = ቆ߲ݔ߲ݑ + ܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇቤ௫ୀ௢ݑ = ߰ଶ(ݕ), ߰ଶ(ݕ) ∈  .(Гଶ)ܥ

Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 2, кроме условий 2) и 
6). Кроме того пусть выполнены условия  	ܽ)			сଷ(ݔ, (ݕ = −сଶ(ݔ, (ݕ + 	ݎ ݔ߲߲ ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ, 						сସ(ݔ, (ݕ = −сଵ(ݔ, (ݕ + ଶݎ ݔ߲߲ ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ + ܽଵ(ݔ, ,(ݕ ܾଵ(ݔ,  ;(ݕ

(ݕ)ଵܣ|	(ܾ  − |(݋)ଵܣ ≤ ,ఔయݕସܪ ସܪ	 = ,ݐݏ݊݋ܿ ݋ < ଷߥ < 1,		 
(ݕ)ଵܣ       = ܽଵ(0, ,൫ܽଶ(0(ݕ (ݕ − ܾଶ(0, ൯(ݕ − ܿସ(0, (݋)ଵܣ						 ,(ݕ > 0, 	ܽଶ(0,0) < 0;	  
 c)			сସ(ݔ, (ݕ = оቆ൬ݔ + ݕݎ ൰௔మ(଴,଴	) ଵߤ			,ఓభቇݎ > 0;				 ݀)	ቆܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ − ܾଵ(ݔ, ݎ(ݕ ቇ −ൣ݌ݔ݁ ௕ܹభଵ ,ݔ) ൧(ݕ ൬ݔ + ݕݎ ൰ି௕భ(଴,଴	) 

ቌ߰ଶ(ݕ) + න ଶ݂(ݐ, (ݕ + ܿସ(ݐ, ,ݐ)ݑ(ݕ ଶݐඥ(ݕ + ଶݕ ௫ݐ݀
௢ ቍ	+ ߰ଶᇱ (ݕ) + 

+ නݕ߲߲ ଶ݂(ݐ, (ݕ + ܿସ(ݐ, ,ݐ)ݑ(ݕ ଶݐඥ(ݕ + ଶݕ ௫ݐ݀
௢ 	в	ܦ. 
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Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса ܥଶ(ܦ) представимо 
в виде ݔ)ݑ, (ݕ = −ൣ݌ݔ݁ ௔ܹమଵ ,ݔ) ൧(ݕ ൬ݔ + ݕݎ ൰ି௔మ(௢,௢) ൝Ωଶ൫߰ଷ(ݕ), ߰ଶ(ݕ), ଶ݂(ݔ, ൯(ݕ

+ නГଵ(ݔ, ,ݐ ,(ݕ)Ωଶ൫߰ଷ(ݕ ߰ଶ(ݕ), ଶ݂(ݐ, ௫ݐ൯݀(ݕ
௢ ൡ ≡ ≡ Тଶ൫߰ଷ(ݕ), ߰ଶ(ݕ), ଶ݂(ݐ,  (7)																								൯,(ݕ

 ߰ଷ(ݕ) = −ൣ݌ݔ݁ ஺ܹభଵ ஺భ(௢)ିݕ൧(ݕ) ቌܿଷ + නܨଵ൫ݏ, ߰ଶ(ݏ)൯ݕଵି஺భ(଴)௬
଴ ൣ݌ݔ݁ ஺ܹభଵ ቍݏ൧݀(ݏ) ≡ 

≡ ଶܰ ቀܿଷ, ,ݕଵ൫ܨ ߰ଶ(ݕ)൯ቁ,																																	(8) 
 Ωଶ൫߰ଷ(ݕ), ߰ଶ(ݕ), ଶ݂(ݔ, ൯(ݕ = ߰ଷ(ݕ) + න൭ݐ + ඥݐଶ + ݕଶݕ ൱௔మ(௢,௢)௫

௢ 				 
ൣ݌ݔ݁ ௔ܹమଵ ,ݐ) (ݕ)߰ଶ	ቌ	൧(ݕ +	න ଶ݂(ݐଵ, ଵଶݐඥ(ݕ + ଶݕ ଵ௧ݐ݀

௢ ቍ݀ܨ ,ݐଵ൫ݕ, ߰ଶ(ݕ)൯ = ,ଵ(0ܽݕ (ݕ)ଶ߰(ݕ + ଶ߰ଶᇱݕ (ݕ) − ଵ݂(0,  ,(ݕ
௔ܹమଵ ,ݔ) (ݕ = නܽଶ(ݐ, (ݕ − ܽଶ(݋, ଶݐඥ(݋ + ଶݕ ௫,ݐ݀

௢ 	 ஺ܹభଵ (ݕ) = නܣଵ(ݏ) − ݏ(݋)ଵܣ ௬,ݏ݀
௢  

 Гଵ(ݔ, ,ݐ (ݕ −	резольвента явно выписанного одномерного интегрального 
уравнения Вольтерра второго рода со слабой особенностью, ߰ଶ(ݕ)- 
произвольная функция одной независимой переменной ݕ	из	Γଶ, сଷ −произвольная 
постоянная. 

При этом lim௬→଴ ቀlim௫→଴ ,ݔ)ݑ ቁ(ݕ = ܱ൫ିݕ஺భ(௢)൯,	
 lim௬→଴ ቄݕ஺భ(௢) lim௫→଴ ,ݔ)ݑ ቅ(ݕ = сଷ, 	 ,ݔ)	ݑ (ݕ = ܱ ൬ቀ௫ା௥௬ ቁି௔మ(௢,௢)൰ при ݕ → 0, 

௫ܲ,௔మଵ ห௫ୀ௢(ݑ) = ቆ߲ݔ߲ݑ + ܽଶ(ݔ, ݎ(ݕ ቇቤ௫ୀ௢ݑ = ߰ଶ(ݕ), ߰ଶ(ݕ) ∈  .(Гଶ)ܥ
 
При помощи полученных интегральных представлений в явном виде 

находится решение следующих начально-краевых задач. 
 Задача		А૚. Требуется найти решение системы уравнений (1) из класса 	ܥଶ(ܦ), удовлетворяющее следующим условиям 
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lim௫→଴ ൜ݔ௔మ(௢,௢) lim௬→଴ ,ݔ)ݑ ൠ(ݕ = ݉ଵ	,					 ௫ܲ,௔మଵ ห௫ୀ௢(ݑ) = ݃ଵ(ݕ), 	
где ݉ଵ	- заданная известная постоянная, ݃ଵ(ݕ)	- заданная известная функция 
контура Гଶ. 

Задача А૛. Требуется найти решение системы уравнений (1) из класса 	ܥଶ(ܦ) по следующим условиям  
 lim௬→଴ ቄݕ௔భ(௢,௢) lim௫→଴ ,ݔ)ݑ ቅ(ݕ = ݉ଶ, 	 ௫ܲ,௔మଵ ห௫ୀ௢(ݑ) = ݃ଶ(ݕ), 

 

где  ݉ଶ −	известное постоянное число, ݃ଶ(ݕ) −	известная функция одной 
независимой переменной у из контура Гଶ. 

О разрешимости задачи А૚	и	А૛ получены следующие утверждения 
Теоремa  4. Пусть коэффициенты и правые части системы уравнений 

(1) удовлетворяют всем условиям теоремы 1. Кроме того, пусть выполнено 
условие ݃ଵ(ݕ) ∈   Аଵ  выражается	 ଵ(Гଶ). Тогда единственное решение задачиܥ
формулами (2), (3), (4) при ܿଵ = ݉ଵ,			߰ଶ(ݕ) = ݃ଵ(ݕ).  

Теорема 5. Пусть коэффициенты и правые части системы уравнений 
(1) удовлетворяют всем условиям теоремы 2 и ݃ଶ(ݕ) ∈ Γଶ	,тогда задача ܣଶ	  	имеет единственное решение, которое даётся формулами (5),(6) при		сଶ =݉ଶ	, ߰ଷ(ݕ) = ݃ଶ(ݕ). 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ ДЛЯ ОДНОЙ 
ПЕРЕОПРЕДЕЛЁННОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ВТОРОГО  ПОРЯДКА С СИНГУЛЯРНОЙ  ТОЧКОЙ 
 

В данной работе для одной переопределенной системы уравнений второго 
порядка с сингулярной точкой найдены представления многообразия решений и 
изучены свойства полученных решений, а также рассмотрены задачи А1 и А2. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: многообразие решений, переопределенная система, 
прямоугольник, свойства решений. 

 

INTEGRAL REPRESENTATIONS SOLUTIONS FOR ONE OVER 
DETERMINED SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUTIONS SECOND ORDER WITH 

SINGULARIT POINT 
 

 In this paper, for one over determined system of second order differential equations 
with a singularity point are obtained , representation the manifold solution and study the 
properties of the solutions, as well as consider the problem of ܣଵ		ܽ݊݀		ܣଶ. 

 
KEY WORDS: manifold solution, overdetermined system, rectangle, properties of 

solution   
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ГУЗОРИШИ МАСЪАЛАИ СИСТЕМАИ ДИНАМИКЇ БО ШАРТЊОИ 
НОМУАЙЯН ВА МУЌАРРАР КАРДАНИ НИШОНАИ СИФАТИ ОН 

 

Таѓайназаров С., Абдурањимова С.  
Донишкадаи энергетикии Тољикистон 

Миратов С. 
Донишгоњи давлатии Ќўрѓонтеппа ба номи Носири Хусрав 

 

Масъалаи хаттии идоракунињои оптималии системањои динамикиро 
дида мебароем: 

      
*( ( )) , ( )) ' ( ) max

u
J u Q ñ x t                                                     (1) 

                              
.

( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( )x A t x t B t u t D t t                                             (2)  

          
*

* * 0 *( ) { ; , { : }n lx t X x R x x Gq q Q q R q q q         
                    (3) 

                       
*

*( ) { : }ru t U u R u u u                                        (4) 
* *

* *( ) { : }, [ , ]kt R t T t t                                                                       (5) 

      * *
* ( )h Hx t h                                                         (6) 

Нисбати элементњои масъалаи (1-6) чунин фарзияро истифода мебарем: 
( )x t n вектори таѓйирёбандањои фазавии системаи 2 дар фосилаи ваќти ݐ; ,(ݐ)ݑ		 ݐ ∈ ܶ ченаки идоракунињои ќисм ба ќисм таъсиркунандаи бефосилаи 
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к-векторфунксияњои идоранашаванда, дар даромади системањои динамикї; ݔ଴ −векторњои ибтидоии таѓйирёбандањои фазавї; q-1-векторњои 
ангезишњои ќиматњои ибтидоии фазавии таѓйирёбандањо: (ݐ)ܣ ,(ݐ|ܰ,ܰ)ܣ= (ݐ)ܤ = ,ܰ)ܤ ,(ݐ|ܲ (ݐ)ܦ = ,ܰ)ܦ ,(ݐ|ܩ ݊ ќисм ба ќисм бефосилаи- ܶ߳	ݐ ×݊−, ݊; ,−ݎ ݊ × ݇ функсияњои матрисавї; ( , ), ( , ) ,G G N H H I N n l m n      

матрисањо; c n -вектори параметрњои сифат; *
* 0, 0q q l    векторњои 

мањдуд ба ангезишњои ќиматњои ибтидоии таѓйирёбандањои фазавї; 
*

*,u u r  векторњои мањдуд ба идоракунињои таъсиркунанда; *
* 0, 0 k    

векторњои мањдуд ба ангезишњои идоранашаванда дар даромади системањои 
динамикї; *

*,h h m  векторњои мањдуд дар сигналњои баромади ܫ ={1,2, … ,݉}, ܲ = {1,2, … , ݊}, ,1,2}ߣ … , ܩ	{݈ = {1,2, … , ݇}   
Таърифи 1. Маљмўи n -векторњои ܺ(ݐ)߳ܺ(ݐ, (ݑ = ,ݐ)ݔ} ,ݍ|௧ݑ :(௧ߦ ,߳ݍ  	߳(߫)ߦ

, 0 ≤ ߫ ≤  ௧ фиксиронидашуда дар ќиматњоиݑ ки аз идоракунињои ,ݐ
имконнопазири индивидуалии таркибии система, дар ваќти ݐ гирифта 
шудааст, њолати системаи динамикї номида мешавад. 

Мувофиќи таърифи пешнињодшуда маљмўи *X  њолати ибтидоии 

система мебошад: * *( )X t X  

Фигураи бисёрќиматаи ( ) ( , ),tX t X t u t T  , траекторияи системаи дина-
микии бо шартњои номуайян гирифташуда, номида мешавад. 

Бигзор дар фазо њолати системаи 2 дар маљмўи терминали 
* *

*{ : }nX x R h Hx h     дода шуда бошад. 

Мафњумњои асосии назарияи идоракунињои оптималии системаи (2)-ро 
бо шартњои номуайян пешнињод мекунем. 

Таърифи 2. Ќисм ба ќисм бефосилаи r  вектор-функсияи (ݐ)ݑ, ݐ ∈ ܶ-ро 
дар њолати иљро шудани * *( )X t X , яъне агар њангоми фиксиронидани 

( ), ,u t t T  њамаи њолатњои инфиродии терминалии система бо маљмўъи 

терминалии *X њамљоя шаванд, идоракунии имконпазири масъалаи (1)-(6) 
меномем. 

Таърифи 3. Идоракунии (ݐ)ݑ,  ро ки нобаробарии (4)-ро ќаноат-ܶ߳ݐ
мекунонад,  -имконпазир (ё ки дар шакли кўтоњ,  -идоракунї) меномем, 
агар  

     
* * * *

* *( ) { : }nX t X x R h d Hx h d                                               (7) 

иљро шавад. 

Таърифи 4.  -идоракунии 0 0 ( ),u u t t T  , дар мавриди иљро шудани 
0

( )
( ( )) max ( ( ))

u
J u J u 


   оптималї номида мешавад. 

Таърифи 5.  Маљмўъи { , }on on onM I K  ро такягоњи  масъалаи (1-6) 

меномем, агар матрисаи такягоњии ( ) ( , )on on onM I K   ѓайрисифрї бошад.  

Таърифи 6. Љуфти { , }onu M  аз   -идоракунї ва такягоњро  - 

идоракунии такягоњї меномем.  

Таърифи 7. r -вектор-функсияи ( ),w t t T -ро њангоми дода шудани 

вектори on  муодилаи:  

*

*

0( , ) ( ) ( )
t

on on on

t

H I P t w t dt x                                     (8) 
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-ро ќаноат мекунонад псевдоидоракунии мувофиќи вектори on  меномем. 

Дар ин љо 0 0( ) ( )on onx x J  – такягоњи ташкилкунандаи векторњои ќиматњои 

ибтидоии таѓйирёбандањои фазавї мебошад. 
Барои њар як j ont T  дар њар гуна функсияи бефосилаи ( ),f t t T  

идоракунии ќисм ба ќисм бефосилаи ( ),u t t T  људокунии асимптотикии зайл 
дуруст аст:  

                         ( ) ( ) ( ) ( ) 0( ), 0
j

j j

T

f t u t dt f t u t


                                               (9) 

Функсияи дилхоњи бефосилаи ќисм ба ќисми ( ) ( )( ), \ ,p p H pw t t T T T p P
     -

ро интихоб мекунем. Дар порчаи ( ) ,pT p P   компонентањои такягоњии 

фунсияи ( )pw t
 -ро дар шакли функсияњои доимї љустуљў мекунем: ( ) j

p pw t w
  , 

( ), ,j pt T j J p P     Баробарии  (8) –ро дар шакли зайл менависем: 

( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

p H p H

p j p H

p pon on on on on
p P p PT T

p pon on on
p P j J p PT T

H I P t w t dt x H I P t w t dt x

H I P t w t dt H I P t w t dt x

 

 


 

  

    

  

  

   
                (10)  

Баробарии (9)-ро ба њисоб гирифта, ифодаи (10)-ро чунин менависем.  

 
( ) ( )

0( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )p

p j p H

j
pon on on on on

p P j J p PT T

H I P t w H I P t w t dt x O
 


  

  

                         (11)  

 Дар ќатори  - идоракунии такягоњии { , }onu M  ва мувофиќи вектори 

сарфаи он  

                            
0( , ) ( )

T

Z H I P t u t dt x                                                           (12) 

идоракунии ( ),u t t T -ро барои њамаи , ( ) ,q t t T    гурўњи такягоњии 
мањдудкунии  - идоракунии масъалаи (11) ќаноаткунандаро дида 
мебароем:  

* *
* * 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )on on on on on on on on

T T

h d H I P t u t dt D I t t dt x G N q h d             

Аз ин  љо:  

* *
* * 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )on on on on on on on on on

T T T

h d H I P t u t dt H I P t u t dt D I t t dt G N q x h d              
 

ё  ин  ки:   
* *

* * 0( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )on on on on on on on on on on on

T T T

h d Z H I P t u t dt H I P t u t dt D I t t dt G N q x h d Z                
 

Ишораи  ( , ) ( )on on

T

H I P t u t dt Z     (13) -ро истифода бурда, нобаробарии 

охири онро дар шакли зайл менависем:  

        * *
* * ( , ) ( ) ( , )on on on on on on on on on

T

h d Z Z D I t t dt G N q h d Z                          (14)  
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Тадќиќ мекунем, ки дар кадом ќимати вектори onZ  нобаробарии (14)  

барои ќиматњои дилхоњи , ( ) ,q t t T    љой дорад. Бо ин маќсад 
нобаробарии (14) – ро дар шакли компонентањо менависем:  

* *
* * ( , ) ( ) ( , ) ,i i i i i i i on

T

h d Z Z D i t t dt G i q h d Z i I               

Њисоб мекунем:  

( ) ( )( ) ,

( ) ( )
( ) ,

* *
* *

min ( , ) ( ) min ( , ) ( , ) ( ) ( , )

max ( , ) ( ) max ( , ) ( , ) ( ) ( , )

; ;

i i it t T Q
T T

i i i
t t T Q

T T

i i i i i i i i on

D i t t dt G i q D i t t dt G i q

D i t t dt G i q D i t t dt G i q

h d h d i I





    

    

     

  

  

  

  

   

     

     

      

 

             (15) 

 
Аз баробарии (13) маълум мешавад, ки вектори onZ  нобаробарии (14)-

ро барои њамаи ќиматњои ( ) , , ;t t T q     фaќат ва фaќат дар мавриде 

ќаноат мекунонад, ки  компонентањои ,i onZ i I   бо шартњои зерин мувофиќ  

бошанд.  
,i i i i i onZ Z Z i I         

Мувофиќи вектори onZ  дар асоси баробарии (16) вектори:  

        ( )

1
( )

1 1

( , , ), ( ),

( , ) ( ) ( )
p H

jj j
pon p p p p j on on

on p on
p P T

U U j J p P u u u t U q Z

qH I P t u t dt qO




  



 



           

   
              (16) 

Гузориши ( ) ( ) ( ),u t u t u t t T    -ро истифода намуда афзоиши ќимати 

кафолатии нишонаи сифатро дар   - идоракунињо ( ), ( ),u t u t t T  њисоб 
мекунем:  

          
( ) ( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( ) '( ) ( )

T T T

J u J u J u c t u t dt c t u t dt c t u t dt                        (17) 

 

Баробарии (17)-ро, бо истифодаи муносибати (16) ва ишоракунии зайл 
табдил медињем: 

 

( )( ( ), :on p j pC C t j J p P    

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ' ( ) ( ) ( )

' ' ( ) ( ) ( ) ' ( , ) ( )

p j p H p H

p H p H

p P p pp p p on on p on
p P p P j J p P p PT T T

on on on p on on on p
p P p PT T

J u C t u t dt C t u t dt C t u t dt C u C t u t dt O

C q Z C q t u t dt O C qH I P t u t dt

  

 

 





    

 

            

       

      

  

( ) ( )

' ( ) ( ) ' ( ) ' ( ) ' ( ' ( , ) ' ( )) ( ) ' ( ) ' ( )
p H p H

onp p on on on on on p p on on
p P p PT T

C t u t dt C qO O C q Z C qH I P t C t u t dt C qO O
 

   
 

          



  
 

Вектори ( , )on H   -ро бо компонентњои ' ' , 0on on HC q    вектори 

потенсиалии равишдињандаи такягоњи onM  меномем. Он гоњ формулаи 

афзоишии ќимати кафолатии нишонаи сифат шакли зайлро мегирад:   

 

( )

( ) ' ( ' ( , ) ( )) ( ) ' ( ) ' ( )
p H

pon on on on p on on on
p P T

J u Z H I P t C t u t dt O O


    


         . 



35 
 

АДАБИЁТ: 
 

1. Тагайназаров С. Оптимальное управление линейной системой в условиях 
неопределённости. - Минск, 1989. - 40 с. –Библиогр.: 5 назв. - / БГУ им. В.И. 
Ленин. Деп. в ВИНИТИ 28.02.89. 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С УСЛОВИЯМИ 
НЕОПРЕДЕЛЁННОСТИ И ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРИЗНАКОВ ЕЁ КАЧЕСТВА 

 

В статье рассматривается определения задачи динамической системы в 
неопределённых условиях и характеризуется условия гарантированного показателя 
качества в зависимости от способов постановки задач. 
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псевдоуправление, постоянные функция, вектор экономии, показатель качества. 

 

PROBLEM SETINF OF A DYNAMIC SYSTEM WITH UNCERTAINTY 
CONDITIONS AND THE DETERMINATION OF CHARACTERISTICS OF ITS 

QUALITY 
 

The article deals with the definition problem of dynamic systems in uncertain 
conditions and is characterized by the conditions of the guaranteed indicator of quality, 
depending on the methods of setting goals. 

KEY WORDS: dynamic system, quality management, the initial position of the 
system, fixing, terminal, optimization, preudomanagement permanent function vector of the 
economy, an indicator of quality. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ ПЕРЕОПРЕДЕЛЁННОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
ТРЁХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 
 

Хонимкулов А.С. 

Курган-Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава 

Пусть Ω параллелепипед Ω = {(х, у, ,(ݖ о < х < а, о < у < ܾ, о < ݖ < ܿ}. 
Далее, соответственно обозначим Ωଵ = {х = о, о < у < ܾ, о < z < ܿ},  Гଵ = {о < х < а, у = о, z = о}, Ωଶ = {о < х < а, у = о, о < z < ܿ},             Гଶ = {х = о, о < у < ܾ, z = о}, Ωଷ = {о < х < а, о < у < ܾ, z = о},  Гଷ = {х = о, у = о, о < z < ܿ}. 
В области Ω рассмотрим переопределенную систему дифференциальных 

уравнений следующего вида 
 

۔ۖەۖ                        
డ௨డ௫ۓ + ௔(х,у,௭)௥ഀ ݑ = ௙భ(х,у,௭)		௥ഀ 			 ,డ௨డу + ௕(х,у,௭)уഁ ݑ = ௙మ(х,у,௭)уഁ 			 ,డ௨డ௭ + ௖(х,у,௭)௭ം ݑ = ௙య(х,у,௭)௭ം 			 ,                                       (1) 
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где ݎ = ඥхଶ + уଶ + ,ଶݖ ܽ(х, у, ,(ݖ ܾ(х, у, ,(ݖ ܿ(х, у, ,(ݖ ௜݂(х, у, ,(ݖ ݅ = 1,2,3 − заданные 
функции в области Ω, ߙ < 1, ߚ < 1, ߛ < 1. 

Проблема нахождения многообразия решений и исследованный граничных 
задач для переопределённых систем с регулярными и сингулярными 
коэффициен-тами посвящены работы [1-6]. 

Целью настоящей работы является получение представления многообразии 
решений системы уравнении (1) в явном виде при помощи одной произвольной 
постоянной. 

Пусть первое уравнение системы является исходным, в этом случае 
получено следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть в системе уравнений (1) коэффициенты и правые части 
удовлетворяют следующим условиям 
 

  ܽ)       ܽ(х, у, z),			 ଵ݂(х, у, z) 	∈ С௭ଵ൫ߗ൯,			ܾ(0, у, z),				 ଶ݂(0, у, z) ∈ с௭ଵ(	Ωଵ)	,  
                     ܾ(х, у, z), с(х, у, z), 			 ଶ݂(х, у, z),					 ଷ݂(х, у, z), ∈ Схଵ	൫	ߗ	൯, 
                       ܽ(х, у, z),			 ଵ݂(х, у, z) 	∈ Суଵ൫ߗ൯,				с(0, у, z), ∈ Суଵ൫Ω൯	,  
                  			 ଷ݂(0, у, z) 	∈ С	(	Ωଵ),    ଷ݂(о, о, (ݖ ∈ С (Г3), 
       

                                   
பப௭ ቀ௔(х,у,୸)୰ಉ ቁ = பபх ቀୡ(х,у,୸)୸ಋ ቁ    в   Ω ,  

b)                     	 பபу ቀ௔(х,у,୸)୰ಉ ቁ = பபх ቀୠ(х,у,୸)уಊ ቁ    в   Ω , 

                                    
பப௭ ቀୠ(଴,у,୸)уಊ ቁ = பபу	ቀୡ(଴,у,୸)୸ಋ ቁ    в   Ω	ଵ, 	 

c)             zஓr஑ 	 பபх	ቀ௙య(х,у,௭)୸ ቁ + ଷ݂(х, у, ,х)ܽ(ݖ у, (ݖ = 

 = zஓr஑ பப௭ ቀ௙భ(х,у,୸)୰ಉ ቁ + ଵ݂(х, у, ,с(х(ݖ у,  , в   Ω     ( ݖ

 уஒr஑ பபх ቀ௙మ(х,у,୸)уಊ ቁ + ଶ݂(х, у, z)	ܽ(х, у, z) =		  
 = уஒr஑/ଶ பபу ቀ௙భ(х,у,୸)୰ಉ ቁ + ଵ݂(х, у, z)	b(х, у, z)	  в   Ω , 

 уஒzஓ பபу ቀ௙య(଴,у,୸)୸ಋ ቁ + ଷ݂(0, у, z)		b(0, у, z) =  

 = уஒzஓ பப௭ ቀ௙మ(଴,у,୸)уಊ ቁ + ଶ݂(0, у, z)	c(0, у, z)    в   Ω	ଵ, 
 

Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса С1 (Ω) представимо 
в виде 

,х)ݑ  у, (ݖ = exp[−߱௔ఈ(х, у, ,ଵ(у߮}	[(ݖ (ݖ ׬ + ௙భ(௧,у,௭)(௧మାуమା௭మ)ಉ/మх଴ 	exp[߱௔ఈ(ݐ, у,  (2)      	,{ݐ݀[(ݖ

 ߮ଵ(у, (ݖ = 		 expൣ−߱௕ఉ(о, у, ൧(ݖ (μଵ(ݖ) +׬ ௙మ(о,ୱ,௭)௦ഁу௢ 	expൣ	߱௕ఉ(݋, ,ݏ ൧	(ݖ  																																																	 (3)      ,(ݏ݀
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μଵ(ݖ) = 		 exp[−߱௖ (о, о, сଵ) [(ݖ ׬	+	 ௙య(о,о,఍)఍ം௭௢ 	exp[߱௖ (о, о, [	(ߞ d(4)               ,(ߞ 
 

где  

   								߱௔ఈ(х, у, (ݖ = ׬ ௔(௧,у,௭)(௧మାуమା௭మ)ಉ/మхо ,ݐ݀ 			߱௕ఉ(о, у, (ݖ = ׬ 		௕(଴,௦,௭)௦ഁуо   						,ݏ݀
 

                ߱сఊ(о, о, (ݖ = ׬ 	с(଴,଴,఍)఍ം௭о dߞ,    сଵ-произвольная постоянная.	 
 

При этом  (0,0,0)ݑ = сଵ. 
 

Из  коэффициентов  системы  уравнений  (1) следует, что  
(0,0,0)ݑ  = сଵ = ௙భ(଴,଴,଴)௔(଴,଴,଴) = ௙మ(଴,଴,଴)௕(଴,଴,଴) = ௙య(଴,଴,଴)௖(଴,଴,଴)   . 

 
Пусть второе уравнение системы (1) является главным, в этом случае 

получено следующее утверждение. 
Теорема 2. Пусть в системе уравнений (1) коэффициенты и правые части 

удовлетворяют следующим условиям  
 

  ܽ)      ܽ(х, у, z),				с(х, у, z),			 ଵ݂(х, у, z), 			 ଷ݂(х, у, z) 	∈ Суଵ൫ߗ൯,	  
                     ܾ(х, у, z),				 ଶ݂(х, у, z), ∈ Схଵ൫	ߗ൯,				 ଷ݂(х, о, (ݖ ∈ Схଵ(ߗଶ),	 
                      ܾ(х, у, z),					 ଶ݂(х, у, z) ∈ С௭ଵ(	ߗ),						 ଵ݂(х, о, (ݖ ∈ С୸ଵ(	ߗଶ),	 
  ଷ݂(о, о, (ݖ ∈ С (Г3), 
      

                                        
பபу ቀ	ఈ(х,у,୸)୰ಉ ቁ = பபх ቀ௕(х,у,୸)уಊ ቁ   в   Ω , 

  b)                       
பபу ቀс(х,у,୸)୸ಋ ቁ = பப୸ ቀ௕(х,у,୸)уಊ ቁ      в   Ω , 

                 
பபх ቀс(х,଴,୸)୸ಋ ቁ = பப୸ ቀ ௔(х,଴,୸)(хమା௭మ)ಉ/మቁ   в   Ω	ଵ, 

 

  с)                    уஒr஑ பபх ቀ௙మ(х,у,௭)уಊ ቁ + ܽ(х, у, z)	 ଶ݂(х, у, z) = 

 

                                 = уஒr஑ பபу ቀ௙భ(х,у,௭)୰ಉ ቁ + ܾ(х, у, z)	 ଵ݂(х, у,    , в   Ω     (ݖ

 

                                   уஒ zஓ 
பபу ቀ௙య(х,у,௭)୸ಋ ቁ + ܾ(х, у, z)	 ଷ݂(х, у, (ݖ = 

                                   = уஒzஓ பப௭ ቀ௙మ(х,у,௭)уಊ ቁ + c(х, у, z)	 ଶ݂(х, у,  , в   Ω    (ݖ

 

                                    (хଶ + ଶ)஑/ଶzஓݖ డப୸ ቀ ௙భ(х,଴,௭)(хమା௭మ)ಉ/మቁ + с(х, 0, z)	 ଵ݂(х, 0, (ݖ =	  
                                        

   = (хଶ + ଶ)஑/ଶzஓݖ 	 பபх ቀ௙య(х,଴,௭)୸ಋ ቁ + а(х, 0, z)	 ଷ݂(х, 0,  ,в   Ωଶ   (ݖ

 
Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса С1 (Ω) представимо 

в виде 
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,х)ݑ у, (ݖ = exp[−߱௕ఉ(х, у, [(ݖ ቀ߮ଶ(х, (ݖ + ׬ ௙మ(х,௦,௭)௦ഁу௢ 	expൣ߱௕ఉ(х, ,ݏ ൧	(ݖ dݏቁ,      (5) 

 
 

           ߮ଶ(х, (ݖ = 		 exp[−߱௔ఈ(ݐ, 0, [(ݖ ቀτ(ݖ) + ׬ ௙భ(௧,଴,௭)(௧మା௭మ)ಉ/మ exp[߱௔ఈ(ݐ, 0, хоݐ݀[(ݖ ቁ,      (6) 
 

             τ(ݖ) = exp[−߱௖ఊ(0,0, [(ݖ ቀсଵ + ׬ 		௙య(଴,଴,఍)఍ം exp[߱сఊ(о, о, ௭оߞ݀[(ߞ ቁ	,        (7) 
 

где  

                 ߱௕ఉ(х, у, (ݖ = ׬ ௙మ(х,௦,௭)௦ഁу௢ ,௔௔(х߱				         .ݏ݀ 0, (ݖ = ׬ ௙భ(௧,଴,௭)(௧మା௭మ)ಉ/మхо   .ݐ݀
 

                  ߱сఊ(о, о, (ݖ = ׬ 	с(଴,଴,఍)఍ം௭о dߞ						сଶ-произвольная постоянная. 
 

При этом   (0,0,0)ݑ = сଶ. 
 

Из коэффициентов системы уравнений (1) следует, что  
(0,0,0)ݑ  = сଶ = ௙భ(଴,଴,଴)௔(଴,଴,଴) = ௙మ(଴,଴,଴)௕(଴,଴,଴) = ௙య(଴,଴,଴)௖(଴,଴,଴)   . 

 

Случай если третье уравнение системы (1) является главным, в этом случае 
получено следующее  утверждение 

Теорема 3. Пусть в системе уравнений (1) коэффициенты и правые части 
удовлетворяют следующим условия  
 

                      ܽ(х, у, z),							ܾ(х, у, z),					 ଵ݂(х, у, z),						 ଶ݂(х, у, z) 	∈ С୸ଵ൫ߗ൯,	  ܽ)         с(х, у, z),						 ଷ݂(х, у, z) 	∈ Схଵ൫ߗ൯,					ܾ(х, у, 0),				 ଶ݂(х, у, 0) ∈ Схଵ	(	ߗଷ),  
                      с(х, у, z),						 ଷ݂(х, у, z), ∈ Суଵ൫ߗ൯,							ܽ(х, у, 0),				 ଵ݂(х, у, 0),  
                     	 ଶ݂(х, у, 0), ∈ С	(	ߗଷ),				 ଶ݂(о, у, 0) ∈ С (Г2), 			  
                        

பப௭ ቀ௔(х,у,୸)୰ಉ ቁ = பபх ቀୡ(х,у,୸)୸ಋ ቁ   в   Ω ,   

b)           
பபу ቀс(х,у,୸)୸ ቁ = பப୸ ቀୠ(х,у,୸)уಊ ቁ   в   Ω ,   

                        
பபу ቀ ௔(х,у,଴)(хమାуమ)ಉ/మቁ = பபх ቀୠ(х,у,о)уಊ ቁ		  в   Ωଷ ,   

 
с)  										r஑z 	 பப௭ 	ቀ௙భ(х,у,௭)୰ಉ ቁ + ଵ݂(х, у, ,(х	с(ݖ у, (ݖ =  

                                             

                           =	 r஑z பபх	ቀ௙య(х,у,௭)୸ ቁ + ଷ݂(х, у, ,х)ܽ(ݖ у,    , в Ω   (ݖ

 

                          уஒz பப୸ ቀ௙మ(х,у,୸)уಊ ቁ + ଶ݂(х, у, z)	с	(х, у, (ݖ =  

 

                          = уஒz பபу	ቀ௙య(х,у,௭)୸ ቁ + ଷ݂(х, у, ,х)	ܾ(ݖ у,      , в Ω  (ݖ

 

                          (хଶ + уଶ)஑/ଶуஒ பபу ቀ ௙భ(х,у,଴)(хమାуమ)ಉ/మቁ + ଵ݂(х, у, 0)ܾ(х, у, 0) =	  
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              =	 (хଶ + уଶ)஑/ଶуஒ பபх ቀ௙మ(х,у,଴)уಊ ቁ + ଶ݂(х, у, 0)ܽ(х, у, 0)  в  Ωଷ . 

 
Тогда любое решение системы уравнений (1) из класса С1 (Ω) представимо 

в виде 

,х)ݑ         у, (ݖ = exp[−߱сఊ(х, у, [(ݖ ቀ߮ଷ(х, у) + ׬ ௙య(х,у,఍)఍ം௭௢ 	exp[߱௖ (х, у, [	(ߞ dߞቁ,     (8) 

 

            ߮ଷ(х, у) = 		 exp[−߱௔ఈ(х, у, 0)] ቀνଵ(у) + ׬ ௙భ(௧,у,଴)(௧మାуమ)ಉ/మ exp[߱௔ఈ(ݐ, у, хоݐ݀[(0 ቁ,     (9) 			     
             νଵ(у) = expൣ−߱௕ఉ(0, у, 0)൧ ቀсଷ + ׬ 		௧మ(଴,௦,଴)௦ഁ expൣ߱௕ఉ(0, ,ݏ 0)൧݀ݏуо ቁ	,    (10) 

  								߱сఊ(х, у, (ݖ = ׬ с(х,у,఍)఍ം௭о ,௔ఈ(х߱	       ,ߞ݀ у, 0) = ׬ ௔(௧,у,଴)(௧మାуమ)ಉ/మхо  , ݐ݀
 

                 	߱௕ఉ(о, у, 0) = ׬ 		௕(଴,௦,଴)௦ഁу଴ 	ds ,   сଷ-произвольная постоянная. 
      

         
При этом  (0,0,0)ݑ = сଷ. 
 

Из коэффициентов системы уравнений (1) следует, что  
  

(0,0,0)ݑ        = сଷ = ௙భ(଴,଴,଴)௔(଴,଴,଴) = ௙మ(଴,଴,଴)௕(଴,଴,଴) = ௙య(଴,଴,଴)௖(଴,଴,଴)   . 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ОДНОЙ ПЕРЕОПРЕДЕЛЁННОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
ТРЁХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 
 

В данной статье найдены интегральные представления многообразия решений 
одного класса переопределённой линейной системы трёх дифференциальных 
уравнений первого порядка со слабой особенностью и изучены свойства полученных 
решений. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: переопределённая система, слабая особенность, 
многообразие решений, интегральное представление, параллелепипед. 
 

STUDY ONE OVERDETERMINED LINEAR SYSTEM OF THREE DIFFERENTIAL 
EQUATIONS IN PARTIAL DERIVATIVES OF FIRST ORDER WITH A WEAK 

FEATURES 
This article found integral representations of diversity solutions of a class of 

overdetermined linear system of three differential equations of fist order with a weak feature 
and studied properties of the resulting solutions. 

KEY WORDS: overdetermined system, weak feature a variety of solutions, integral 
representation, parallelepiped.                                                                                                                              

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРЕ: Хонимкулов Абдукаххор, преподаватель кафедры 
алгебры и геометрии КТГУ имени Носира Хусрава. 
 
УДК: 517.977 
 

ПРИНЦИП МАКСИМУМА В ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
С НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ В КРИТЕРИИ  КАЧЕСТВА 

 

Абдурахимов А. О. 
Курган-Тюбинский государственний университет имени Носира Хусрава 

 

Постановка задачи. Пусть  ,...,2,1K ;  nJ ,...,2,1  заданные конечные 
множества индексов; ka ,    nKKk 00 векторы; nnKkJJDD kk  0),,(   

матрицы, ;0 kk DD  0, Kkbk  , -  скаляры; 0,2)( KkbxaxDxxf kkkk  , -  

квадратичные функции n  переменных ).,( Jjxx j   

Рассмотрим дискретную задачу  
,min))(())(()),(()( 0 



 
Kk

u
kk txftxftxfuJ                             (1) 

),()()()()1( tutBtxtAtx                     (2) 
,)( 0xtx                                  (3) 

 1,...,1,),()()(  



 tttTttututu                              (4) 

Kkkkk  
 , .                               (5) 

Здесь  ntxx )( вектор состояния системы управления в момент времени 
;t  0x начальное состояние; )(tu  вектор управляющих воздействий; 

Kkk , , - неконтролируемые возмущения; )(),( tBtA  - соответственно 

 nnn ,  матрицы;  
 ,),(),( Tttutu  - вектор - функции ограничений на  

управляющие воздействия; ,,, Kkkk 
   - векторы ограничений на 

неконтролируемые возмущения.  
Исследование задачи (1-5) ведется адаптивным методом [1-3]. В работе [4] 

получено пакетное необходимое условие оптимальности для решения задач (1) – 
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(5). Нами приведено доказательство, и необходимое условие оптимальности 
сформулировано в виде принципа максимума [2] .  

Качество каждого допустимого управления Tttu ),(  будем оценить по 
гарантированному значению критерия качества [3]. 

 Задачу (1) – (5) запишем в следующем виде:  
 ,min)),((max)(

u
txfuJJ   


     ),()()()()1( tutBtxtAtx    

 ,),()()(,)( 0 Tttututuxtx  
   Kkkkk  

 , .                              (6) 

Сведение задачи (1) - (5) к негладкой задаче нелинейного  
программирования. Пусть  Tttu ),(  -  допустимое управление. С помощью 
формулы Коши ]1[ : 







 
Tt

tutBttFxtttx )()(),()1,()( 0  

подсчитаем на нем числа      Kktxftx kkk   )),(())((  . 
Рассмотрим задачу 
 




Kk

kk ,max)(


  ., Kkkkk  
                                                  (7) 

Рассмотрим множества  ,0:))((  
kKktxKK   

  ,0:))((  
kKktxKK       .0:))((00  

kKktxKK   

Множество K  разобьём на непересекающиеся подмножества :,   KK  

 ;000 KKK      ;00   KK  

Обозначим: ,
~ 0  KKK  .

~ 0  KKK  

 Пусть   совокупность всех разбиений вида   00 , KK . Очевидно, что 
для произвольного   вектор ),( 00 Kkkk    с компонентами 














-
*

*
00

K
~

k если,

K
~

k если,
)(

k

k
kk u




  

является решением задачи (7). С помощью этого вектора запишем задачу (6) в 
виде 

,min))(())(())(()( 0
0

u
k

Kk

k txfutxfuJ  



    

),()()()()1( tutBtxtAtx      ,)( 0xtx      .),()()( Tttututu  
                     (8) 

Сглаживание задачи.  Следуя [3], набору ,   00 , KK , поставим в 

соответствие множество    KkxKkxRxX kk
n ~

,0)(;
~

,0)(:)(  . 

Множество )(X  в аналитической форме  определяется системой нелинейных 
неравенств: 

 ;
~

,02  KkbxaxDx kkk  .
~

,02  KkbxaxDx kkk  

Пусть ,),()()( Tttututu  - произвольное допустимое управление, 

,),()()(  Tttxtxtx - соответствующая ему траектория.   Обозначим: 
 




Kk

kk DDD ;0
0  ;0

0 



Kk

kkaa  .0
0 




Kk

kk bbb   

В области )( pX , соответствующей фиксированному ,  сформируем 
задачу 

 ,min)())((2/)()(
u

txtxDatxDtx


    
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 ),()()()()1( tutBtxtAtx       ,0)(  tx  

 ,),()()()()( Tttututututu  
  

   KktxtxDatxDtx kkkk

~
,)())((2/)()(  ,                                     (9) 

 .
~

,)())((2/)()(   KktxtxDatxDtx kkkk   
Совокупность дискретных задач оптимального управления (9), 

соответствующих всевозможным наборам ,  назовём сглаживанием задачи 
(8). Гладкую дискретную задачу управления (9) будем называть ),( u - 
квадратизацией задачи (8). 

 Задача (9) имеет по крайней мере одно допустимое управление .0)(  tu . 

Очевидно, что если  ,),(0 Tttu  оптимальное управление задачи (8), то 
,,0)( Tttu  - является оптимальным управлением в задаче (9). 

 Линеаризация задачи.  Пусть ,),( Tttu  - допустимое управление задачи 

(9). Линеаризовав в окрестности управления Tttu  ,0)(  (точки 0)(  tx ) 
критерий качества и функции ограничений (9), получим задачу 

w
tztDxa min)())((   , 

)()()()()1( tWtBtztAtz  ,        0)( tz , 
  KktztxDa kkk

~
,)())((  ,       KktztxDa kkk

~
,)())((  , 

TttututWtutu  
 ),()()()()( .                                                                   (10) 

Задачу (10) назовём ),( u  линеаризацией задачи (8). Если Tttu ),(0 , - 

оптимальное управление задачи (8), то функция TttW  ,0)( , является 
оптимальным управлением в задаче (10). 

 Введем обозначения: 
 ));()(,()()(   tDxattFtBtc   

KktDxattFtBtc kk   )),()(,()()( .    (11) 

С учётом формулы Коши задачу (10) запишем в виде : 





Tt

W
tWtc min)()( , 





 KktWtc
Tt

kk

~
,)()(  ,    



 KktWtc
Tt

kk

~
,)()(  ,                            (12) 

TttututWtutu  
 ),()()()()( . 

Опора. Опорное управление. Пусть onK - произвольное подмножество 

множества   ononon KKKK
~~

: ,   KKon

~~
,   KKon

~~
. На отрезке T  выберем 

множество моментов  onjon Jj , ,  onon jJ ,...,2,1 ,  .|| onon Kj   Каждому 

моменту onj    поставим в соответствие такой набор индексов 

 rRRR jon ,...,1,)(  , что  .),(|,||| onjonononon JjRRRK    Вводя обозначение 

 ononon RS , , составим матрицу 
,,),/((),( onjonjkonon KkcSK      ).),( onjon JjR    

Здесь   )),/(( onk Kktc -ый столбец матрицы 

 ).),/(()(,( onkon
on KktRctRKH    
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 Определение 1. Совокупность  ),)( ononon SKpM   назовём (локальной) 

опорой основных ограничений на управление ),(u  матрицу 
),())(( onononon SKpM  - (локальной) опорной матрицей, если .0onted   

 Определение 2. При фиксированном   пару  )(),( onMu    из 
управления и опоры ограничений назовём опорным управлением задачи (9). 
Опорное управление будем называть прямо невырожденным, если оно не 
вырождено по прямым onon RTttututu   ,),()()( * , и по основным 

,,0  Hk Kk     onH KKK
~

/
~~

;   ,,0  Hk Kk     onH KKK
~

/
~~  ,   ограничениям. 

 Необходимое условие оптимальности.  Следуя [3-5] получим:  вектор 
потенциалов и коуправлению в виде (13) – (14):  

           QcuK ononon  )),(/(  ,                            (13) 

.),()/,()/)(,()( TttctRKHutt onon
on 


                                     (14) 
 Приведём другой способ вычисления локального коуправления. Согласно 

соотношению (11) имеем: 
,),(),()()(),(])([)(),(])([`)( TttBttFcHtBttFtDxtBTtFtxDat on

no
kkon   

где  

;
,














R

Kkc
H onkon



      ),(  txDac kkk       ).(  tDxac   

Введем функцию   .),,()()( TtttFcHt on
no    

Используя уравнение для фундаментальной матрицы решений однородной 
части (2):  TttAttFttF   ),(),()1,( ,    ,)1,( EttF   

получим  
 .),()()(),()()1( TttAttAttFcHt on

no     .)( on
noHctt     

 Таким образом, функция Ttt ),(  есть решение уравнения 
 )()()1( ttAt                                                               (15) 

с начальным условием     .)( on
noHctt                                        (16) 

 Уравнение (15) называется сопряженной системы. Его решение Ttt ),(  
с начальным условием (16) назовём (локальной) котраекторией, 
сопровождающей опорное управление  )(),( onMu  . 

 Приведенные вычисления показывают, что коуправление (14) выражается 
через котраекторию следующим образом: 

 TtttButt  ),()()/)(,()(  .                  (17)  
 Теорема. Пусть  )(),( 00 onMu   невырожденное опорное управление. Для 

оптимальности управление Tttu ),(0  необходимо выполнение соотношений: 

00 k  при 0k ; 00 k  при 0k ,  onKk
~ ;                                              (18) 

00 k  при 0k ; 00 k  при 0k ,  onKk
~ ;     

 00   при  ),()(0 tutu    

   00   при  ),()(0 tutu    

  )(0 t  при  ),()()( 0 tututu 
     ),);(,( RttRt on        (19) 



44 
 

 Доказательство. Задача (12) представляет собой статическую задачу ЛП с 
tr  переменными );1(),...,( 

 tWtW  || K  основными и tr2  прямыми 
ограничениями неравенствами. Вектор затрат [5]   для этой задачи имеет вид 





Tt

tWtRKHz )()/,(~ .  

Следуя [3]   выпишем условия оптимальности для задачи (12): 
;

~
;~0;~0 00  onkkkkkk Kkzприzпри   

;
~

;~0;~0 00  onkkkkkk Kkzприzпри   

 ;)()()(0)( 00 tututWприе     

 ;)()()(0)( 00 tututWприе     

 ).,);(,(),()()()()(0)( 00
*

0 RttRttututWtutuприе on  
    

Здесь 0 - вектор потенциалов, Ttt  ),(0 - коуправление, сопровождающие 
опорное управление  onMW ),( . Они подсчитывается с помощью формул (14), 

(15). Поскольку задача (12) является  ),(u  - линеаризацией задачи (8) вдоль 
управления Tttu  ,0)( , то  TttW  ,0)( . Из последних соотношений получим 
необходимые условия оптимальности исходной задачи, т.е. соотношения (18), 
(19). 

Принцип максимума.  Следуя традициям теории оптимального 
управления [2], сформулируем условие оптимальности в экстремальной форме. 
Для этого введем функции 

);,(,),( Kkk         .,)(),,( nRutBtuH    
Непосредственно  проверяется, что условие (18), (19) эквивалентно 

принцип максимума: для оптимальности допустимого управления Tttu ),(  
необходимо существование такой опоры )( 

on , при которой вдоль опорного 

управления  )(),( 00 onMu   и соответствующих ему векторов 0 , 0  и траектории 

Ttt ),(0 , сопряженной системы (15), (16) выполнялись условия 





 000 max),(                                                                                           (20) 

  .),,),((max)),(),(( 000 Tttutttut
uuu




 
                                                     (21) 

Соотношение (13), (14), (18) – (21) получены для набора   – и опоры onM . 

Обозначим через )( onM  совокупность наборов  , для которых выполняются 

соотношения (18)-(21) с опорой onM . Повторим рассуждение, проведенное в [3], 
из условия оптимальности получим пакетное необходимое условие 
оптимальности. 

Для оптимальности допустимого управления Tttu ),(0 , в задаче (8) 

необходимо существование такого пакета опор ,1, sM s
on , что 

gigiMMM g
on

i
on

s
ons   ,,1,,)()(,)(1  , и для сопровождающих их 

векторов  ,1),(),/(),/( 00  sMMM s
on

s
on

s
on  выполняются соотношения 

(18), (19). 
Экстремальную форму этого результата   назовём пакетным принципом 

максимума: для оптимальности допустимого управления Tttu ),(0  в задаче (8) 
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необходимо существование такого пакета опор ,1, sM s
on  что ,)(1  

s
ons M

gigiMM g
on

i
on  ,1,,1,()(  , при которой вдоль опорного управления 

  ,,1,),(0  sMu s
on  и соответствующих ему векторов  ,1),(  sM s

on , и 

траекторий  ,1),(,),/,(0  sMTtMt s
on

s
on , сопряженной системы (15), (16) 

выполнялись условия (20), (21). 
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ПРИНЦИП МАКСИМУМА В ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ С 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ В КРИТЕРИИ  КАЧЕСТВА 

  

В статье рассматривается  дискретная задача оптимального управления в 
условиях неопределённости.  Реализуется адаптивный метод с позиции получения 
гарантированного результата. Доказано  пакетное необходимое условие оптимальности 
для решения задач. Условие оптимальности сформулировано в экстремальной форме.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: дискретная задача, критерия качества, возмущения, 
опора, опорное управление, оптимальное управление, сглаживание, линеаризация, 
вектор потенциалов, коуправление,  условия оптимальности, принцип максимума. 

 

THE MAXIMUM PRINCIPLE IN OPTIMAL CONTROL PROBLEM WITH 
THE UNCERTAINTY IN THE QUALITY CRITERIA 

 

The article deals with the discrete optimal control problem under uncertainty. 
Implemented adaptive method from the perspective of obtaining a guaranteed result. Batch 
proved necessary optimality conditions for the solution of problems. Optimality conditions set 
forth in an extreme form. 

KEY WORDS: discrete task, quality criteriа, perturbation, support, reference control, 
optimal control, smoothing, linearization, vector potential, koupravlenie, optimality 
conditions, maximum principle. 
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ФИЗИКА 
 

ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ КОЭФФИЦИЕНТОВ МАССОПЕРЕНОСА ОТ 
ЧАСТОТЫ, ТЕМПЕРАТУРЫ И ПЛОТНОСТИ ДЛЯ ЖИДКОГО АРГОНА 

 

Муродов Ф.Р., Курбонов А.Н., Дилшоджони С. Дж., Абдурахмонов Д.М. 
Курган-Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава 

 

В данной работе отражается полученные при условии ,tt tr rt rr      
результаты пригодные для описания динамических процессов массопереноса в 
жидких системах, состоящих из почти гладких сферических молекул. К таким 
простым жидким системам можно отнести сжиженные благородные газы. В этой 
работе мы попытаемся применить полученные результаты для исследования 
поведения динамических коэффициентов массопереноса в жидком аргоне. 

Выбор жидкого аргона был обусловлен тем, что его структура полностью 
соответствует вышеперечисленным условиям. Кроме того, теплофизические 
свойства аргона достаточно хорошо исследованы, и при необходимости можно 
легко найти нужные для проведения численного расчета значения 
соответствующих параметров. 

Согласно динамическому процессу массопереноса в таких жидких 
системах характеризуется динамическими коэффициентами диффузии 
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 «упругости». 

Другие коэффициенты и модули упругости, характеризующие динамичес-
кий процесс массопереноса, в таких жидкостях являются малыми величинами 
порядка (tt/tr). Вклады этих коэффициентов массопереноса и модулей 
упругости в динамический процесс массопереноса в таких простых жидких 
систем считаем пренебрежимо малыми. 

Как видно из (1) и (2) в таких простых жидкостях динамическое поведение 
коэффициентов массопереноса, в основном, определяется трансляционным 
релаксационным процессом с характерным временем релаксации 

                
t t

t t
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 ,                                                                                   (3) 
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где         0
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                                                    (4) 

-коэффициент внутреннего трения жидкости, обусловленный поступательными 
степенями свободы молекул. 

Таким образом, для проведения численного расчета динамических 
коэффициентов массопереноса и соответствующих им динамических модулей 
«упругости» в рассматриваемой модели жидкости необходимо: 

1) знание соответствующего уравнения состояния для определения 

производных 
T

P

n

 
  

 и 
n

P

T

 
  

. В нулевом приближении для этой цели можно 

использовать уравнение состояния идеального газа. Более целесообразно 
заменить производные через соответствующие коэффициенты изотермического 

сжатия (или расширения) 
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, а значения этих параметров при заданных 

плотностях и температуры брать из экспериментальных данных; 
2) более важной и сложной задачей является определение коррелятора 

0)(
~
ˆ),(ˆ  tFXF 


, где сила )(

~
tF  определяется соотношением (7) и явно от 

времени не зависит 
1 1

( ) ( , , )
N N

i j i j i j
i j i

F t F X  
  

  
 

 . 

Как видно зависимость силы взаимодействия молекул от времени может 
проявляться только через зависимости декартовых и угловых координат 
взаимодействующих частиц от времени. Разлагая последние в ряд, ограничимся 
первыми членами разложения: 
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и  в нулевом приближении получим 
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 .                                       (5) 

Здесь, n  ~ время, в течении которого заметно уменьшается корреляция 
между парами взаимодействующих молекул. В работе для значения такого 
времени приводится значение 4,5 10-10 с. Однако, думаем, что это несколько 
завышенное значение. Если случайные силы действуют на молекулы жидкости в 
промежутках времени между столкновениями их друг с другом, то порядок 

этого времени должен быть ~4,5 10-13 с. В любом случае n  входит в наши 
выражения как произвольный параметр и несколько осложняет проведение 
точных расчетов. 
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Заметим, что при усреднении по локально-равновесному ансамблю члены 
пропорциональные ~ i jP

m
 будут ≡O, и в (5) могут давать только вклад, 

пропорциональный ~( i jP

m
)2. После интегрирования эти члены становятся 

пропорциональными ( n )3. Значения этих членов становятся пренебрежимо 

малыми из-за малости значения n , так что разложение (5) с достаточной 
точностью отражает значение интеграла. 

Используя в качестве равновесной функции распределения жидкой 
системы функцию локально-равновесного канонического распределения Гиббса, 
и предположения о том, что сила  взаимодействия молекул зависит не от 
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Для простых жидкостей, состоящих из сферических молекул (к таковым 
относится и жидкий аргон), парный потенциал межмолекулярного 
взаимодействия ( )ij ijX , соответственно и силы взаимодействия зависят только 

от взаимного расстояния молекул и не зависят от углов. Для таких жидкостей 
формула (6) принимает ещё более простой вид  
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Подставляя (7) в (4) для коэффициента внутреннего трения βtt получим 
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Выбираем потенциальную энергию взаимодействия пары молекул жидкого 
аргона в виде 

1 2 6

, 1;
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,                       (9) 

где ε – глубина потенциальной ямы энергии взаимодействия пары молекул и для 

жидкого аргона имеет значение ε = 1,653·10-21 Дж; ijX
r


 - безразмерное 
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взаимное расстояние пары взаимодействующих молекул;  – эффективный 
диаметр взаимодействующих молекул, который для жидкого аргона равен          
 ≈ 3,405 10-10 м. 
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ЧИСЛЕННЫЙ РАСЧЕТ КОЭФФИЦИЕНТОВ МАССОПЕРЕНОСА ОТ 
ЧАСТОТЫ, ТЕМПЕРАТУРЫ И ПЛОТНОСТИ ДЛЯ ЖИДКОГО АРГОНА 

 
 

В статье говорится об определение главных понятий перехода коэффициента 
массы в асимметрической жидкости и динамических диффузионных случаев природы. 

О качестве таких случаев относящих к составу внутри жидкости и влияние 
внешнего развития. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: жидкость, горючее, массоперенос, частота, плотность, 
температура, жидкий аргон, теплофизические свойства, величины взаимодействия.  

 

NUMERICAL CALCULATION OF MASS TRANSFER COEFFICIENTS ON 
FREQUENCY, TEMPERATURE AND DENSITY FOR LIQUID ARGON 

 

The article talks about the definition of the main concepts of the transition of the ratio of 
the mass in asymmetric fluid and dynamic diffusion of cases of the nature. 
The quality of the cases pertinent to the composition in the liquid and the influence of external 
development. 

KEY WORDS: liquid fuel, mass, frequency, density, temperature, liquid argon, 
thermal features, magnitude of interaction.  



50 
 

СВЕДЕНИЯ ОБ АВТОРАХ: Муродов Файзиддин Рамазонович, кандидат 
физико-математических наук, доцент кафедры организации автомобильных перевозок 
и управления строительством КТГУ имени Носира Хусрава. Тел.: (+992) 988-20-51-51. 

Курбонов Абдували Нуралиевич, преподаватель кафедры организации 
автомобильных перевозок и управления строительством КТГУ имени Носира Хусрава. 
Тел.: (+992) 93-768-00-00. 

Дилшоджони Саидкабири Джалолзода, преподаватель кафедры организации 
автомобильных перевозок и управления строительством КТГУ имени Носира Хусрава. 
Тел.: (+992) 917-70-70-60. 

Абдурахмонов Давлат Махмадюнусович, преподаватель кафедры организации 
автомобильных  перевозок и управления строительством КТГУ имени Носира Хусрава. 
Тел.: (+992) 918-58-68-46. 

 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ИЗЛУЧЕНИЯ И ЕГО ВЛИЯНИЕ НА 

БИОЛОГИЧЕСКИЕ ОБЪЕКТЫ 
 

Абдуллоев С.С.  
 Курган-Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава 

Исматов Ф.Х., Ятимов Х.А. 
Институт энергетики Таджикистана 

  

В этой статье отражены результаты изучения воздействий 
электромагнитных полей на биологические объекты. Как известно 
электромагнитное поле – это особая форма материи, представляющая собой 
взаимосвязанные электрическое и магнитное поля. На практике для 
характеристики электромагнитной обстановки используют термины 
«электрическое поле», «магнитное поле», «электромагнитное поле». 

 

     
  

Рис. 1. Электрическое поле. 
 

Электрическое поле (рис. 1) создается зарядами, а его величина 
характеризуется напряженностью (Е, единица измерения В/м).   

Магнитное поле (рис. 2) создается при движении электрических зарядов по 
проводнику. Оно характеризуется напряженностью магнитного поля (Н, единица 
измерения А/м) и магнитной индукцией (В, единица измерения Тл – Тесла).  

 

 
 

Рис. 2. Магнитное поле. 
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Физические причины существования электромагнитного поля (рис. 3) 
связаны с тем, что изменяющееся во времени электрическое поле порождает 
магнитное поле, а изменяющееся магнитное поле - вихревое электрическое поле: 
обе компоненты, непрерывно изменяясь, возбуждают друг друга. ЭМП 
неподвижных или равномерно движущихся заряженных частиц неразрывно 
связано с этими частицами. При ускоренном движении заряженных частиц, 
ЭМП «отрывается» от них и существует независимо в форме электромагнитных 
волн, не исчезая с устранением источника (например, радиоволны не исчезают и 
при отсутствии тока в излучившей их антенне). 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

Рис. 3. Электромагнитное поле. 
 

Важной характеристикой электромагнитной волны является длина волны -
, которая связана с частотой электромагнитных колебаний - f соотношением:  

 

                                                         =V/f   
где V – скорость распространения электромагнитных волн в данной среде.  

Полный спектр электромагнитных волн по частотам согласно 
Международной классификации представлен в табл. 1. 

Таблица 1  
Международная классификация электромагнитных волн по частотам 

 

Наименование 
частотного диапазона 

Границы 
частотного 
диапазона 

Наименование 
волнового диапазона 

Границы 
волнового 
диапазона 

Крайние низкие, КНЧ 3 - 30 Гц Декамегаметровые 100 - 10 Мм 
Сверхнизкие, СНЧ 30 – 300 Гц Мегаметровые 10 - 1 Мм 
Инфранизкие, ИНЧ 0,3 - 3 кГц Гектокилометровые 1000 - 100 км 
Очень низкие, ОНЧ 3 - 30 кГц Мириаметровые 100 - 10 км 
Низкие частоты, НЧ 30 - 300 кГц Километровые 10 - 1 км 
Средние, СЧ 0,3 - 3 МГц Гектометровые 1 - 0,1 км 
Высокие частоты, ВЧ 3 - 30 МГц Декаметровые 100 - 10 м 
Очень высокие, ОВЧ 30 - 300 МГц Метровые 10 - 1 м 
Ультравысокие,УВЧ 0,3 - 3 ГГц Дециметровые 1 - 0,1 м 
Сверхвысокие, СВЧ 3 - 30 ГГц Сантиметровые 10 - 1 см 
Крайне высокие, КВЧ 30 - 300 ГГц Миллиметровые 10 - 1 мм 
Гипервысокие, ГВЧ 300 - 3000 ГГц Децимиллиметровые 1 - 0,1 мм 

 

Основными источниками электромагнитных полей являются:  
- системы производства, передачи, распределения и потребления 

электроэнергии;  
-транспорт на электроприводе: железнодорожный и его инфраструктура; 

городской транспорт, метро, троллейбус, трамвай;  
-функциональные передатчики: радиостанции, телевизионные 

передатчики, системы сотовой связи, системы мобильной радиосвязи, 
спутниковая связь, радиорелейная связь, радиолокационные станции; 



52 
 

-технологическое оборудование различного назначения, использующее 
сверхвысокочастотное излучение, переменные и импульсные магнитные 
поля;  

-медицинские терапевтические и диагностические установки;  
-средства визуального отображения информации на электроннолучевых 

трубках (мониторы, телевизоры);  
-промышленное оборудование на электропитании;  
-электробытовые приборы.  

Теперь рассмотрим, как влияет электромагнитные поля на живые 
организмы. 

Данные исследователей свидетельствуют о высокой биологической 
активности электромагнитных полей во всех частотных диапазонах. При 
относительно высоких уровнях облучающего электромагнитного поля 
современная теория признает тепловой механизм воздействия. При 
относительно низком уровне электромагнитного поля (к примеру, для 
радиочастот выше 300 МГц это менее 1 мВт/см2) принято говорить о нетепловом 
или информационном характере воздействия на организм. Механизмы действия 
электромагнитного поля в этом случае еще мало изучены.  

Варианты воздействия ЭМП на биоэкосистемы, включая человека, 
разнообразны: непрерывное и прерывистое, общее и местное, комбинированное 
от нескольких источников в сочетанние с другими неблагоприятными 
факторами среды и т.д.  

На биологическую реакцию влияют следующие параметры ЭМП:  
-интенсивность ЭМП (величина);  
-частота излучения;  
-продолжительность облучения;  
-модуляция сигнала;  
- сочетание частот ЭМП;  
-периодичность действия.  
Сочетание вышеперечисленных параметров может давать существенно 

различающиеся последствия для реакции облучаемого биологического объекта.  
Многочисленные исследования в области биологического действия 

электромагнитных полей (ЭМП) позволяют определить наиболее 
чувствительные системы организма человека:  

- нервная,  
- иммунная,  
- эндокринная,  
- половая.  
Эти системы организма являются критическими. Реакции этих систем 

должны обязательно учитываться при оценке риска воздействия 
электромагнитных полей (ЭМП) на население.  

Биологический эффект ЭМП в условиях длительного многолетнего 
воздействия накапливается, в результате возможно развитие отдаленных 
последствий, включая дегенеративные процессы центральной нервной системы, 
рак крови (лейкозы), опухоли мозга, гормональные заболевания.  

Особо опасны ЭМП могут быть для детей, беременных женщин (эмбрион), 
людей с заболеваниями центральной нервной, гормональной, сердечно-
сосудистой систем, аллергиков, людей с ослабленным иммунитетом.  
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Результаты клинических исследований показали, что длительный контакт с 
ЭМП в СВЧ диапазоне может привести к развитию заболеваний, клиническую 
картину которого определяют, прежде всего, изменения функционального 
состояния нервной и сердечно-сосудистой систем. Было предложено выделить 
самостоятельное заболевание - радиоволновая болезнь. Это заболевание, по 
мнению авторов, может иметь три синдрома по мере усиления тяжести 
заболевания:  

- астенический синдром;  
- астеновегетативный синдром;  
- гипоталамический синдром.  
Наиболее ранними клиническими проявлениями последствий воздействия 

электромагнитного излучения на человека являются функциональные 
нарушения со стороны нервной системы, проявляющиеся прежде всего в виде 
вегетативных дисфункций неврастенического и астенического синдрома. Лица, 
длительное время находившиеся в зоне электромагнитного излучения, 
предъявляют жалобы на слабость, раздражительность, быструю утомляемость, 
ослабление памяти, нарушение сна. Нередко к этим симптомам присоединяются 
расстройства вегетативных функций. Нарушения со стороны сердечно-
сосудистой системы проявляются, как правило, нейроциркуляторной дистонией: 
лабильность пульса и артериального давления, наклонность к гипотонии, боли в 
области сердца и др. Отмечаются также фазовые изменения состава 
периферической крови (лабильность показателей) с последующим развитием 
умеренной лейкопении, нейропении, эритроцитопении. Изменения костного 
мозга носят характер реактивного компенсаторного напряжения регенерации. 
Обычно эти изменения возникают у лиц по роду своей работы постоянно 
находившихся под действием электромагнитного излучения с достаточно 
большой интенсивностью. Работающие с магнитными и электромагнитными 
полями, а также население, живущее в зоне действия ЭМП жалуются на 
раздражительность, нетерпеливость. Через 1-3 года у некоторых появляется 
чувство внутренней напряженности, суетливость. Нарушаются внимание и 
память. Возникают жалобы на малую эффективность сна и на утомляемость.  

Учитывая важную роль коры больших полушарий и гипоталамуса в 
осуществлении психических функций человека, можно ожидать, что длительное 
повторное воздействие предельно допустимых электромагнитных излучений 
(особенно в дециметровом диапазоне волн) может привести к психическим 
расстройствам. 

Установлена однозначная связь заболеваемости с электромагнитным полем, 
генерируемым компьютером. У работающих за компьютером от 2 до 6 часов в 
сутки функциональные нарушения центральной нервной системы происходят в 
среднем в 4,6 раза чаще, чем в контрольных группах, болезни сердечно-
сосудистой системы - в 2 раза чаще, болезни верхних дыхательных путей - в 1,9 
раза чаще, болезни опорно-двигательного аппарата - в 3,1 раза чаще. С 
увеличением продолжительности работы на компьютере соотношения здоровых 
и больных среди пользователей резко возрастает.  

Наблюдалось восьмикратное увеличение случаев расстройства здоровья 
(нетрудоспособности) пользователей. Также, установлено, что частое 
воздействие электромагнитного излучения компьютеров приводит к 
аномальным исходам беременности  
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При кратковременной работе (45 минут) в организме пользователя под 
влиянием электромагнитного излучения происходят значительные изменения 
гормонального состояния и специфические изменения биотоков мозга. Особенно 
ярко и устойчиво эти эффекты проявляются у женщин  

Для женщин, более 20 часов в неделю пользующихся компьютерными 
терминалами, риск выкидыша на ранних и поздних стадиях беременности на     
80 % выше, чем для женщин, которые выполняют ту же работу без дисплейных 
терминалов. Конечно, перечислением этих фактов не ограничивается 
неблагоприятное влияние ЭМП на рабочем месте на здоровье пользователя. Для 
этой ситуации облучения возможно проявление всех других биологических 
эффектов электромагнитного поля. 
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В статье отражается, результаты излучения воздействий электромагнитных полей 
на живые организмы, особенно на состояние здоровья человека работающего под 
влиянием электромагнитных полей. 
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ELECTROMAGNETIC RADIATION AND ITS INFLUENCE ON THE 
BIOLOGICAL OBJECT 

 

The article reflects the results of radiation effects of electromagnetic fields on living 
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Раҳимов З.С., Раупов Н.М., Махсумов И.Б. 
Донишкадаи энергетикии Тољикистон 

 

Ҳаёти имрўзаи ҷаъмиятро бе истифода ва истеъмоли нерӯ тасаввур 
кардан ғайриимкон аст. Барои хубтару беҳтар намудани шароити зиндагї 
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инсоният кўшиш менамояд, ки манбаъҳои нерӯро бо таври васеъ истифода 
барад. Дар хоҷагии халќ яку якбора истеъмол ва талаботи нерӯи электрӣ 
меафзояд, ки ин ҳам асбобҳои дар рўзгор истифодашаванда ва њам 
таҷҳизоти электрикии ёрирасонро дар бар мегирад. 

Чи тавре ки дар боло қайд кардем, таи даҳсолаҳои охир талаботи 
мардум ба нерӯи электр даҳњо маротиба зиёд гаштааст. Аз ҳамин лиҳоз, 
истифодабарии манбаъҳои нерӯи анъанавї аз қабили (нафт, ангишт ва газ) 
барои истеҳсоли нерӯи электр ва гармї ба кам гаштани захираҳо ва 
заҳролуд гардидани муҳити атроф оварда мерасонад. 

Таъсири яку якбораи партовҳои зиёди зараррасон ба атмосфераи замин 
боиси дигаргунии иқлим гардидааст, ки сарчашмаи сар задани як қатор 
офатҳои табиї, аз қабили обхезї, об шудани пиряхҳо ва тўфонҳои сахт 
мебошад. Барои бартараф намудани ин масъалаҳои глобалї истифодабарии 
манбаъҳои ғайрианъанавии нерӯ ба роҳ монда шудааст. Манбаъҳои 
ғайрианъанавии нерӯ манбаъҳое ба ҳисоб мераванд, ки 
тамомнашавандаанд, аммо тағйирёбандаанд. Ба ин манбаъҳо Офтоб, 
шамол, захираҳои геотермалї, нерӯи биомасса, обанборҳои маҷроҳои хурд 
ва нерӯи мавҷҳои дарёї дохил мешаванд. Ин манбаъҳо аз ҷиҳати экологї 
тоза ба ҳисоб мераванд ва ба ҳисоби миёна иқтидори бениҳоят бузургро дар 
кураи Замин доро мебошанд. 

Айни замон ин манбаъҳои нерӯ на он қадар васеъ мавриди 
истифодабарии фаъол қарор доранд. Дар кураи замин таи даҳсолаи охир ба 
ин манбаъҳо аҳамияти калон дода истодаанд. Дар як қатор давлатҳои 
мутарақќии ҷаҳон, аз қабили Дания, Голландия, Германия, ИМА ва ғайра 
ин манбаъҳои нерӯро таи бистсолаи охир фаъол истифода бурда истодаанд. 
Ин давлатҳои мутарақќї дар ин самт ба муваффаќиятҳои назаррасе ноил 
гардидаанд. Аз ҳама бештар энергетикаи офтобӣ ва энергетикаи шамолӣ 
дорои иқтидори зиёд буда, айни замон иқтидори як дастгоҳи шамолии 
энергетикї ба 5 мВт мерасад.  

Тақрибан дар ҳамаи давлатҳои мутараќқии ҷаҳон таи садсоли охир ба 
энергетикаи ғайрианъанавї аҳамияти калон дода истодаанд. Дар Ҷумҳурии 
Тоҷикистон энергетикаи ғайрианъанавї дар истеҳсолот на он қадар васеъ 
ҷорї гардидааст. Аз ин лиҳоз, барои пурра омўхтани ин сарчашмаҳои нерӯи 
тамомнашавандаи табиат истгоҳњои метрологї ва мутахассисони баландпоя 
лозим аст. Дар Ҷумҳурии Тоҷикистон аслан нерӯи электр аз ҳисоби 
захираҳои гидроэнергетикї истеҳсол мешавад. Қайд кардан зарур аст, ки 
энергетикаи ғайрианъанавї дар қаламрави ҷумҳурӣ аз тарафи 
мутахассисони дохилї ва хориҷї қуллай арзёбї гардидааст. Дар қаламрави 
ҷумҳурї оид ба захираҳои энергетикаи шамолї танҳо дар солҳои 80-уми 
асри гузашта тањқиқоти санҷишї гузаронида буданд ва то инҷониб ин 
захираҳо аз тарафи мутахассисон омўхта нашудааст.  

Гуфтан зарур аст, ки истифодабарии чунин дастгоҳи шамолӣ ба иқлими 
Ҷумҳурии Тоҷикистон қуллаю мувофиќ буда, барои истеъмолкунандагони 
нерӯи электрии автономї пешниҳод карда мешавад. Модели нави дастгоҳи 
шамолии барқӣ аз силиндри аэродинамикї иборат мебошад, ки дар 
муқобили тири чархзанандаи дастгоҳи шамолї насб гардидааст. Ин намуди 
дастгоҳи шамолї яку якбора суръати шамолии ҳисобиро дар силиндри 
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аэродинамикї афзун намуда, зариби истифодабарии нерӯи шамолро дар 
воҳиди вақт зиёд менамояд.  

Агар дарозии силиндр L=2 метр ва диаметри ибтидої D1=1 метр, 
диаметри интиҳої D2=0,5 метр бошад, он гоҳ тағйирёбии суръати шамол, 
яъне V2 нисбати V1  ба назар мерасад. 

Ин гуфтаҳоро ба тариқи назариявї аз рўи расми 1 исбот кардан мумкин 
аст. 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

Расми 1. Силиндри аэродинамикї. 
 

Агар 2 1

1

2
d d  бошад,  он  гоҳ  дарозии  силиндр  ба 12l d  баробар  

мешавад. 
Аз ин лиҳоз, суръати шамол V2 аз рўи чунин ифода муайян карда 

мешавад: ଶܸ	 = ଵܸ ிభிమ = 2 ௗభమௗమమ = м с⁄ 	. 
Тавоноии сели шамол аз рӯи чунин ифода муайян карда мешавад: 

                                                                 
3 2 33,85 10P D V        кВт, 

ки дар инҷо: ρ –зичии ҳаво буда, ба 31, 293кг
м

   баробар аст: 

η – зариби кори фоиданоки чархи шамолї; 
V- суръати ҳисобии шамоли м/с. 
Зиёдшавии суръати шамол V2  дар охири силиндр, яъне d2 аз рўи чунин 

ифода муайян карда шуда, ҳангоми ба V1=2м/с баробар будани суръати 

ҳисобии шамол бо ин муодила ифода меёбад: ଶܸ	 = ଵܸ ிభிమ = 2 ௗభమௗమమ = 2 ∗ 4 = 8	 м с⁄  . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Расми 2. Намуди пурраи модели нави дастгоҳи шамолии барқӣ. 
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Аз рўи чунин ҳисобҳо маълум мешавад, ки суръати шамол дар интиҳои 
силиндр V2  ба  8 м/с баробар мешавад. Барои ҳамин суръати ҳисобиро 
ҳангоми муайян намудани тавоноии сели шамолї V2 қабул менамоем. 

 Тавоноии сели шамолї чунин ҳисоб карда мешавад: Р = 3,85 ∙ 10ିଷ ∙ ߩ		 ∙ 			ଶܦ ∙ ܸଷ ∙ ߟ = 3,85 ∙ 10ିଷ ∙ 1,293 ∙ 0,5ଶ ∙ 8ଷ ∙ 0,4 = 0,255	кВт. 
Дар расми 2 намуди пурраи дастгоҳи шамолии барқӣ нишон дода 

шудааст, ки дар он ғайр аз силиндри аэродинамикии генератори ҷараёни 
доимї боз дигар қисмҳои он тасвир шудааст. 

Айни замон мушкилии асосї  тайёр намудани мутахассисони 
баландпоя дар ин самт мебошад, ки қобилияти лоиҳакашї ва истеҳсолиро 
дошта бошанд. Дар Ҷумҳурии Тоҷикистон ин масъалаҳо то андозае ҳалли 
худро ёфта истодааст, зеро дар як қатор донишкадаҳои олї ин ихтисос ба 
роњ монда шудааст. Таи панҷсолаи охир аз рўи ин ихтисос мутахассисони 
баландпоя ва муҳандисон тайёр карда мешаванд. Яке аз ин муассисањои 
таълимї Донишкадаи энергетикии Тоҷикистон мебошад. Дар ин донишкада 
барои мутахассисон бањри баланд бардоштани савияи дониши амалию 
назариявї дар озмоишгоҳҳои ҳозиразамон шароитҳои хуби илмї ба роҳ 
монда шудааст ва ҳар сол тақрибан бо ҳисоби миёна дар ин самт зиёда аз 
250 нафар муҳандисон оид ба соҳаҳои гуногуни энергетика, аз ҷумла 
манбаъҳои барқароршавандаи ғайрианъанавии энергия, тайёр карда 
мешаванд. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСТАВОК ТОКОВЫХ СТУПЕНЧАТЫХ 
 РЕЛЕЙНЫХ ЗАЩИТ 

 

Махсумов И.Б.  
Институт энергетики Таджикистана 

Носиров И.С. 
ЛЭТИ имени В.И. Ленина 

          Вероятностная настройка (определение уставок) устройств и систем 
контроля, к которым относится и релейная защита (РЗ), состоит в том, чтобы 
выставить на регулировочных панелях или цифровых табло аппаратуры такие 
значения уставок, с которыми данное средство контроля объективно выполняло 
бы свою функцию наилучшим образом, т.е. с наибольшим эффектом или с 
наименьшими техническими потерями. 
          Существующий в настоящее время экспертно-руководящий метод (ЭРМ)  
позволяет настроить аппаратуру (определить уставки) РЗ. Однако данная 
настройка в ряде случаев является неоптимальной и в определенной степени 
случайной. Последнее имеет место несмотря на то, что по требованиям метода 
предписывается обязательная гарантирующая процедура проверки чувствитель-
ности, которая при превышении фактическим коэффициентом чувствительности 
минимально-возможного экспертного значения рассматривается как 
утверждение правильного определения уставок. Однако анализ показал, что 
рекомендуемые экспертно-руководящим методом действия как при выборе 
уставок, так и при проверке чувствительности принципиально не могут быть в 
полной мере правомерными. Действительно, выполнение самых ответственных 
действий: определение максимальных токов при выборе уставок и минимальных 
- при проверке чувствительности каналов РЗ ЭРМ возлагает не на собственный 
разработанный конкретный механизм (алгоритм) достижения экстремальных 
токов, который как таковой в детерминированном виде принципиально не может 
быть создан, а на субъективное разумение и интуицию конкретных расчетчиков 
или проектировщиков, которые бесперспективно каждый на свой страх и риск 
должны перебирать практически бесконечное множество вариантов формирова-
ния или мобилизации экстремумов, так и не достигнув объективного 
удовлетворения. Бесконечное множество вариантов обусловлено случайным 
характером (дисперсностью) их параметров: значений электрических величин 
режимов, количеством коммутационных сочетаний, показателей среды и др.  
         Принципиальным недостатком ЭРМ как и любого экспертного метода 
является также отсутствие объективного количественного критерия ограничений 
рекомендуемых значений коэффициентов отстройки и чувствительности. Это 
обусловливает неизвестную, а, более точно, случайную приспособленность 
интересующего средства контроля к характеристикам автоматизируемого 
объекта и, как следствие, недостаточно эффективную работу указанного 
средства контроля.  
       Объективным критерием настройки и работы каждого конкретного средства 
контроля является достигаемый технический или экономический эффект, а 
оптимальная настройка имеет место при максимальных их значениях. При этом 
должно быть соблюдено условие приемлемости устройства или системы 
контроля для автоматизируемого объекта энергосистемы, т. е. эффекты должны 
быть положительными. В данной статье рассматриваются вопросы настройки и 
работы средств релейной защиты и автоматики (РЗА) энергосистем, в частности, 
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ступенчатых токовых релейных защит нулевой последовательности (СТЗНП) на 
основе технического эффекта. Впервые ставится также задача оптимальной 
настройки РЗА.  
        Все это оказалось возможным благодаря разработке ряда новых 
вероятностных методов, алгоритмов для научно-исследовательских задач разных 
отраслей, в том числе электроэнергетики; критериев технической эффективности 
для разных устройств и систем контроля и, в частности, каналов РЗА; 
применению возможностей использования электроэнергетических 
вычислительных расчетных комплексов (ВРК) для практической реализации 
названных методов и алгоритмов. Так, разработан новый инженерный 
вероятностно-статистический метод селекции границ интервалов исходных и 
выходных данных (СГИД) [1], который позволяет получать полные 
вероятностные характеристики или законы распределения вероятностей (ЗРВ) 
неслучайных функций (НФ) от случайных аргументов (СА) по известным или 
заблаговременно найденным (принятым) ЗРВ СА или исходных данных. Также 
разработан [2] комплекс алгоритмов определения технической эффективности 
любого канала систем контроля, в том числе РЗА, который позволяет просто 
найти полный эффект функционирования канала и потери как вероятности 
отказов срабатывания, ложных и излишних действий и сопоставить их при 
одних и тех же условиях. Далее приводится краткое описание построения и 
функционирования ступенчатых токовых релейных защит при использовании 
токов нулевой последовательности (СТЗНП), а также рассматриваются 
алгоритмы, последовательности действий, процедуры их настройки.  
       СТЗНП широко используются в российской электроэнергетике для 
обнаружения и подавления таких возмущений как короткие замыкания (КЗ) на 
землю на линиях, трансформаторах и автотрансформаторах путем отключения 
от сети поврежденного элемента. Ступенчатый принцип построения позволяет 
реализовать защиту элемента с помощью совокупности независимо 
действующих каналов или ступеней, выполняющих разные функции.  
        Обычно первая ступень самая грубая и быстродействующая выполняет 
функцию наиболее быстрого предотвращения протекания токов при КЗ на 
головных участках защищаемого объекта. В случае СТЗНП линии комплект 
релейной защиты (РЗ) I ступени на каждом из концов линии отключает свой 
конец от сети без выдержки времени при КЗ на головной части линии 
относительно каждого конца. Головная часть распространяется в направлении 
противоположных концов, но не доходит до них, по крайней мере, на величину 
запаса, обусловленную погрешностями расчетов и аппаратуры. Фактическая 
величина запаса, рекомендуемая в ЭРМ при определении уставки по параметру 
(току) реагирования в зависимости от коммутационного состояния сети, режима 
источников и видов КЗ меняется. Количественные значения параметра 
реагирования при этом также изменяются, и это обусловливает изменение зоны 
действия I ступени.  
        Вторые и в ряде случаев третьи более чувствительные по параметру 
реагирования ступени предназначены для более надежной защиты 
автоматизируемых силовых элементов, работающих в разных условиях, включая 
самые неблагоприятные коммутационные состояния сети и режимы источников. 
В случае применения данных ступеней для линии в функцию последних должна 
быть включена также надежная фиксация КЗ на противоположных концах. Это в 
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ЭРМ обеспечивается назначением запаса чувствительности по параметру 
реагирования при КЗ на противоположных концах, что обусловливает 
распространение зоны действия II (III) ступеней на предыдущие элементы в 
направлении действия ступеней и требует специальных мероприятий, чтобы 
обеспечить селективное отключение КЗ на предыдущих элементах, т.е. 
заблокировать действие названных ступеней при этих КЗ. Мероприятия 
реализуются путем согласования уставок II (III) ступеней защищаемой линии с 
уставками I (II) ступеней предыдущих элементов соответственно как по 
параметру реагирования, так и по времени. Необходимо, чтобы II (III) ступени 
защищаемой линии были менее чувствительными и быстродействующими 
относительно I и II ступеней предыдущих элементов. ЭРМ рекомендует 
выполнять указанные согласования при КЗ в совместных областях действия 
ступеней защищаемой линии и предыдущих элементов, также согласовывать со 
ступенями СТЗНП на средней стороне трансформаторов (автотрансформаторов), 
отстраивать от токов при КЗ за предыдущими элементами, обрывах фаз на 
защищаемой и предыдущих линиях, небалансах нулевой последовательности 
при асинхронном режиме по линии и при трехфазных КЗ на выводах низшей 
стороны трансформаторов (автотрансформаторов). С каждым согласованием или 
отстройкой по параметру реагирования уставки II (III-х) ступеней либо остаются 
максимальными по предыдущим согласованиям либо становятся еще большими.  
       Наиболее чувствительные III или IV ступени, резервирующие каналы РЗ I—
II или I—III основных ступеней защищаемой линии и предыдущих элементов, 
имеют, как правило, большие выдержки времени. Поэтому ЭРМ рекомендует 
отстраивать резервирующие ступени от небаланса нулевой последовательности 
только в максимальном рабочем режиме, а все остальные вышеперечисленные 
отстройки от значений параметра реагирования в различных переходных 
процессах не требуются. При больших временах действия ступеней параметр 
реагирования успевает уменьшиться до величин, не превышающих уставку, и 
ступень в целом не будет срабатывать.  
      Вероятностная настройка состоит из ряда этапов. Сначала необходимо 
определить полный эффект повреждения (возмущения), который должна 
обнаружить каждая интересующая ступень. Полный эффект повреждения - это 
заданные виды КЗ на заданных силовых объектах, которые должны быть не 
только обнаружены, но и отключены, т.е. ликвидированы. Так как КЗ являются 
случайными событиями, то количественно полный эффект повреждения может 
быть выражен в виде вероятности состояния обнаружения и отключения КЗ на 
защищаемых объектах. Защищаемым объектом основных I-II или I-III ступеней 
СТЗНП линии является сама линия либо ее часть. Для резервирующих III или IV 
ступеней защищаемый объект включает помимо самой линии также все 
предыдущие элементы (линии, трансформаторы и автотрансформаторы, 
подключенные к противоположным концам защищаемой линии). 
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В статье отражается ряд разработок вероятностных методов, алгоритмы научно-
исследовательских задач для уставки релейной защиты. Описывается этапы 
вероятностной настройки. 
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  Оросительные насосные станции второго подъёма Уртабоз-4 (НСУ-4) 
Республики Таджикистан производят передачу больших объёмов воды на 
дальние расстояния и служат для орошения земель. Агрегаты оросительной 
насосной станции имеют большие мощности и традиционно значительный запас 
напора. Насосная станция по месту расположения находятся в Фархорском 
районе, которая была построена в 1964 г. В машинном зале НСУ-4 установлены 
11 насосных агрегатов, также установлен 1 насосный агрегат вне здания 
машинного зала и в общем 12 насосных агрегатов. Насосная станция за счет 
больших насосных агрегатов потребляет огромное количество электроэнергии. 
Эти агрегаты обычно снабжены нерегулируемым электроприводом, что 
приводят к дополнительным расходам и неспособен производит необходимую 
подачу воды в зависимости от водопотребителей, а также сокращается срок 
службы насосных агрегатов. Для решения данной проблемы необходимо 
разработка математической модели и анализ способов регулирования 
электроприводов насосных агрегатов. Как известно, регулирование 
производительности насоса возможно за счет изменения сопротивления 
задвижки на выходе насосной станции, а также изменением частоты вращения 
ротора насосного агрегата, изменением количества работающих агрегатов, 
изменением гидравлической схемы насосной установки, дросселированием 
напорных линий и сбросом части воды из напорных коммуникаций в 
всасывающие. Из всех вышеуказанных способов эффективным является 
регулирование с изменением скорости насоса, т.е. использование регулируемых 
электроприводов. Регулируемые электроприводы позволяют сэкономить 
энергию и увеличить технический ресурс оборудования. С целью создания 
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математической модели насосной станции НСУ-4 сначала создается ее 
технологическая схема, которая предоставлена на рис 1. После анализа 
технологических процессов насосной станции предоставляется математическое 
описание и в результате структурная схема, которая описывает технологические 
процессы данного объекта. 

  
 

Рис.1. Технологическая схема насосной станции Уртабоз-4. 
 

Данный момент в насосной станции (НСУ-4) из 12 агрегатов работает 
только 3 агрегата суммарной производительностью примерно 0,1896 мил. м3 
воды в сутки. Появление регулируемого электропривода позволило 
поддерживать постоянное давление непосредственно у потребителя. Широкое 
применение в мировой практике получил частотно регулируемый электропривод 
с асинхронным электродвигателем общепромышленного назначения. В 
результате адаптации общепромышленных асинхронных двигателей к их 
условиям эксплуатации в управляемых электроприводах создаются специальные 
регули-руемые асинхронные двигатели с более высокими энергетическими и 
массога-баритностоимостными показателями по сравнению с 
неадаптированными. Частотное регулирование скорости вращения вала 
асинхронного двигателя осуществляется с помощью электронного устройства, 
которое принято называть частотным преобразователем. Вышеуказанный 
эффект достигается путём изменения частоты и амплитуды трёхфазного 
напряжения, поступающего на электродвигатель. Таким образом, меняя 
параметры питающего напряжения (частотное управление), можно делать 
скорость вращения двигателя как ниже, так и выше номинальной. Во второй 
зоне (частота выше номинальной) максимальный момент на валу обратно 
пропорционален скорости вращения. Рассмотрим частотно регулируемый 
электропривод для стабилизации напора одного насосного установка НСУ-4. 
Технические данные насосной установки   приведена на таблица 1.  

  Таблица 1 
 

Марка  
насоса 

Тип 
электрод-
вигателя 

Мощ-
ность 
кВт 

Напря-
жение, В 

Частота 
вращения 
об/мин 

Момент 
инер-
ции 

КПД 
Коэффи-
циент 

мощности 
Подача Напор 

Д3200-75 
(20нДс) 

А4-400Х-4 500 6000 1450 11 0,947 0,88 1600 95 
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Стабилизация напоров производится в диктующих точках гидросистемы 
[1]. Обычно в качестве диктующей точки выбирается участок гидросистемы, 
расположенный на наиболее высоких геодезических отметках и наиболее 
удаленный от насосной станции в гидравлическом отношении, т.е. тот, до 
которого потери напора в трубопроводе имеют наибольшие значения. 
Рассмотрим процесс стабилизации напора в диктующей точке гидросистемы на 
примере простой неразветвленной сети, которые предоставлены на рис. 2. 

 
 

Рис. 2. Схема стабилизации напора в диктующей точке гидросистемы насосной станции 2-го 
подъёма НСУ-4 

Н — насос; М — электродвигатель; ПЧ — преобразователь частоты; ДД—датчик давления 
 

Основными параметрами насосного агрегата являются напор (Н) и подача 
(Q). В общем виде насос как объект управления описывается 
дифференциальным уравнением. 

                 2 2 2 2 2
2
но

ф СТ
н

Hm
Q s a a Q s s H

g


 
                                                  (1) 

гдеm  – масса воды; g  ускорение свободного падения;   плотность 
жидкости. 

Наилучшим решением данной задачи будет линеаризация некоторых 
выражений с использованием подобия (2). 

                             1 1
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N
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 

  
 

; 
2

1 1

2 2

M

M



 

  
 

                (2) 

Напорная характеристика насоса, работающая с переменной угловой 
скоростью рабочего колеса, описывается согласно [2] уравнением квадратичной 
параболы. 

                         
2

2
ф ф

ном

H H S Q


 

    
 

                                                         (3) 

где фH  – фиктивный напор, соответствующий нулевой подачи насоса;  , ном –

переменная и номинальная угловая скорость насоса, соответственно; фS  – 

гидравлическое фиктивное сопротивление насоса.  
Зависимость изменения подачи насоса от его угловой скорости: 

                           

2

ф с
ном

ном
ф с

H H

Q Q
H H



 

 
  


                                                      (4) 
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где номQ  – номинальная (паспортная) подача насоса; сH – статический напор 

насоса. 
Для обеспечения наибольшего расхода жидкости определяется 

стабилизируемый напор (давление): 

                                

 

2

расх .мах

2 1 2

расх .мах1

ном
ном

cв

ном

Q
Н Н

Q
Z Z Н

Q

Q

 
  

   
 

  
 

                              

 (5) 

Зависимость изменения напора насоса от его угловой скорости: 

           

2

ф с
ном

с ном с
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H H

H H H H
H H



 
  
    


                                                  (6)  

Зависимость угловой скорости насоса от его подачи:                 

                                 

2

расх .мах1с с
ном

ф ф ном

QН Н

Н Н Q
 

   
           

                                 (7) 

где  ном номинальный (паспортный) КПД насоса. 
Мощность, потребляемая насосом, определяется выражением: 

                          
102 н

Q H
N




 



                                                                            (8) 

где     плотность перекачиваемой жидкости (для чистой воды  31000 /кг м  );   

н   КПД насоса относительная  единица. 

Момент статического сопротивления  насосного агрегата: 

                                     
3

.

10

102н с
н

Q H
M


 

  


 
                                                       (9) 

Изменение КПД в зависимости от угловой скорости насоса определяется с 
помощью формулы Муди: 

                                                    
0,36

1
1 ном

н

ном






 

 
 
 
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Рис. 3. Структурная схема частотно-регулируемого насосного агрегата со 
стабилизацией давления в гидросистеме насосной станции 2-го подъёма НСУ-4. 
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Структурную схему электродвигателя в составе насосного агрегата при 
частотном управлении со стабилизацией уровня представляем в виде типовых 
динамических звеньев, который показано на рис. 3.  Структурную схему насоса 
представляем в виде функциональных блоков, реализующих различного вида 
зависимости по подаче, напору, мощности и моменту статического  
сопротивления. 

Синтез одноконтурной системы стабилизации уровня жидкости. По 
графику водопотребления определяется  расход жидкости 3

.Q 1413 /расз мах м час . 

Фиктивный  напор   насоса:  
1,25 1,25 100 125ф номН Н м      

где коэффициент 1,25 - величина, рекомендуемая для определения фиктивного 
напора насосов чистой воды. Насос перекачивает чистую воду с 31000 /кг м   и 
работает в системе трубопроводов со статическим напором Нс = 28м, что 
соответствует разности геодезических отметок между наивысшей точкой 
подъема воды и местом установки насоса  2 1Z Z . Расчетные параметры 

структурной схемы объекта управления приведены в таблицах 2 и 3.  
 

Расчет рабочих параметров насоса при переменной угловой скорости колеса 
Таблица 2 

 
№ Параметр Форм Расчет 

 
1 
Номинальная угловая скорость дви 

1
. 154,4ном д с  ; номинальная 

подача воды  31600 /номQ м час ; 

1.7 
2

128 28 1413
154,4 1 140,436

125 125 1600
с            

   

 
2 
Напор, развиваемый насосом при  
угловой скорости. Номинальный 
напор 100номH м  1.6  

2
140, 436

125 28
154, 4

28 100 28 81, 2
125 28

Н

   
     

  

 
3 
Для обеспечения наибольшего расхода 
жидкости определяется стабилизируе-
мый напор (давление) 1.5  

2

2 1 2

1413
81,2 100

1600
14,58

1413
1

1600

cвZ Z Н

   
    

   
 

 

 
Расчет параметров звеньев структурной схемы объекта управления 

Таблица 3 
 

 
1 

Передаточная функция преобразователя 
частоты 

  354,4

1 0,005 1
пч

пч
пч

К
W р

рТ р
 

 
 

2 Статический коэффициент передачи ПЧ;
 

. 10у номU В  номинальное напряжение 

управления 

. 3544 10 354,4пч пч у номК Е U    

3 Где ЭДС  преобразователя частоты; фазное 

напряжение ф. 3544номU В  
ф. 3544

0,985 0,00375
ном

пч
n

U
Е В

р
 

 
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4 Коэффициент передачи звена внутренней 
обратной связи по ЭДС двигателя;  

1
1 157ном с  ; . 27,286номI А  0 124х Ом ; 

1 7,676х Ом . 

 . 0 1

1

22,884ном

ном

I х х
К В с

 


    

5 Передаточная функция электродвигателя   54,425

1 0,0287 1
м

м
э

К
W р

рТ р
 

 
6 Коэффициент передачи звена момента 

3238,34номМ Нм   1

54, 425 / Вном
м

ном ном

М
К Нм

К  
 



7 Электромагнитная постоянная времени 
частотно-регулируемого электропривода

0,0851 2,966 0,0287э э эТ L R с  

7 Передаточная функция звена скорости   1 1 13,2cW р рJ р 
9 Момент инерции насосного агрегата 21, 2 1,2 11 13,2двJ J кг м     
1
0 

Коэффициент передачи обратной связи по 
давлению (напору):

   
.

2 1 .

2 10 2
0,343 /

14,58
у ном

од
cв мах

U
к В м

Z Z Н
  

 
 

1
1 

Коэффициент передачи насоса по давлению 
(напору): 

100 154,4 0,673нас ном номк Н мс    

1
2 

Передаточная функция ПИ-регулятора имеет 
вид:    1 0,0287 1

3,246
э

ПИ
р

Т р р
W р

Т р

 
   

1
3 

Определяется постоянная времени ПИ-
регулятора. 

2
3, 246пч пч м наск од

р

Т к к к к
Т с

J

    
   

1
4 

Коэффициент передачи пропорциональной 
части 

0,0287 3,246 0,00884э рР Т Т    

1
5 

Коэффициент передачи интегральной части 11 1 3,246 0,308рI Т с    

 

На основании структурной схемы (рис. 3) составляется функциональная 
схема модели насосного агрегата с использованием программного продукта 
Matlab в среде Simulink.  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 4. Модель частотно-регулируемого насосного агрегата со стабилизацией давления в 
гидросистеме насосного станции 2-го подъёма НСУ-4 с ПИ-регулятором 

 

Для вычисления подачи, напора, КПД, мощности, статического момента 
насоса и потребляемой электроэнергии насосным агрегатом используются 
зависимости, полученные для структуры управления со стабилизацией напора в 
гидросистеме. При этом модель строится таким образом, чтобы обеспечить 
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задание различных исходных данных для возможности моделирования разных 
насосов с различной плотностью перекачиваемой жидкости и разной высотой 
подъема жидкости. Для визуального восприятия модели удобно вычислять 
каждый из параметров с помощью подсистем (блоки Subsystem).  Модель может 
быть использована для любого насосного агрегата при соответствующих 
исходных данных, вносимых в модель. Модель насосного агрегата состоит из 
модели частотно-регулируемого электропривода и модели насоса. Модель 
электропривода содержит: входное устройство задания по давлению (Constant 
1); сумматор сигналов задания по давлению и отрицательной обратной связи по 
давлению; пропорционально-интегрально-дифференциальный (ПИД) регулятор 
(PID Controller), у которого используются пропорциональная и интегральная 
части для реализации пропорционально-интегрального (ПИ) регулятора (рис. 4). 

Синтез нейросетевой контроллер системы управления производился с 
помощью пакета прикладных программ Neural Network Toolbox системы 
MATLAB. Далее приводится краткая характеристика пакета и порядок синтеза 
нейроконтроллера, а также результаты моделирования нейросетевой системы 
стабилизации давления (напор) на выходе насосный агрегат путем изменение 
скоростью вращения рабочего колеса. В пакете прикладных программ 
MATLAB/Simuling реализованный следующие разновидности 
нейроконтроллера: контроллер с предсказанием NN Predictive Controller; 
контроллер на основе модели авторегрессии со скользящим средним NАRMA – 
L2 Controller; контроллер на основе эталонной модели Model Reference 
Controller. Как показали исследования, для решения поставленной задачи 
наиболее эффективным является NN Predictive Controller. Регулятор использует 
модель нелинейного управляемого объекта в виде нейронной сети для того, 
чтобы предсказывать его будущее поведение. Кроме того, регулятор вычисляет 
сигнал управления, который оптимизирует поведение объекта на заданном 
интервале времени. Следовательно, проектирование нейроконтроллера состоит 
из двух этапов: этап идентификации управляемого объекта и этапа синтеза 
закона управления. На этапе идентификации разрабатывается модель 
управляемого объекта в виде нейронной сети, которая на этап синтеза 
используется для синтеза регулятора. Структурная  схема  нейроконтроллера NN 
Prediction Controller показана на рис. 5. Данная схема появляется в отдельном 
окне при выборе пункта меню Look Under Mask блока NN Prediction Controller. 
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Рис. 5. Структурная схема нейроконтролера и нейросетевой модели объекта управления 
 

Теперь рассмотрим пример использования нейрорегулятора с 
предсказанием, описанный в Neural Net toolbox, для объекта управления, 
показанного на рис. 6. 

 

 
Рис. 6. Модель частотно-регулируемого насосного агрегата со стабилизацией давления в 

гидросистеме насосного станции 2-го подъёма НСУ-4 с нейроконтроллером 
 

При моделировании были приняты следующие значения: Size of Hidden 
Layer   2N  ; Sampling Interval (∆ݐ) − 2ܿ; No. Delayed Plant Inputs   2iN  ; No. 

Delayed Plant Outputs   2jN  ; Training Epochs – 200; Training function – trainlm, 

соответствующая алгоритму Левенберга-Марквардта, предназначенная для 
оптимизации параметров нелинейных регрессионных моделей. 

В качестве критерия оптимизации используется среднеквадратичная 
ошибка модели на обучающей выборке. Алгоритм заключается в 
последовательном приближении заданных начальных значений параметров к 
искомому локальному оптимуму): Training samples   500ВN  ; Maximum Plant 

Input   4мах  ; Minimum Plant Input   0мin  ; Maximum Interval Value (sec)

  20махt c ; Min-imum Interval Value (sec)   4махt c . При синтезе контроллера 

варьируются величины 2N , uN  и   (величина N  фиксирована и равна 1), а так 
же параметр одномерного поиска α, задающий порог уменьшения показателя 
качества и число итераций на 1 такт дискретности γ. Задается так же процедура 
одномерного поиска. Как показали исследования, величины не значительно 
влияют на результаты синтеза и были использованы следующие параметры:  
Const Horizon  2 3N  ; Control Horizon   2uN  ; Control Weighting Factor
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  0.05  ; Search parameter   0.001  ; Iterations Per Sample Time – 2. Ошибка на 

контрольном и тестовом множестве не превышает 0,02−0,05. 
 

 
 

 
 

 
Рисунок 7. Переходные процессы системы управления С ПИ-регулятором; 

С нейроконтоллером:  
 
 

Таким образом, на основе модели нейроконтроллера с предсказанием (NN 
Prediction Controller), было реализовано частотно-регулируемого насосного 
агрегата со стабилизацией давления в гидросистеме. При решении задачи было 
выполнено следующее: рассмотрен принцип построения нейроконтроллера, 
реализованного в пакете прикладных программ Neural Network Toolbox системы 
MATLAB, приведен порядок синтеза нейроконтроллера для заданного объекта 
управления; путем перебора параметров нейроконтроллера в широких пределах, 
установлено, какие параметры существенно влияют на качество регулирования и 
определены оптимальные значения параметров. Использование нейросетевой 
модели объекта управления, обеспечивающей высокую степень идентификации 
и оптимальных значений параметров позволило синтезировать нейроконтроллер, 
обеспечивающие высокие динамические характеристики разрабатываемой 
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системы. Однако обучение нейроконтроллера с предсказанием (NN Prediction 
Controller), занимает долгое время. 
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На примере модернизации одной насосной системы, дается технологическая 
схема частотно-регулируемого насосного агрегата, расчет параметров звеньев 
структурной схемы объекта управления, структурная схема нейроконтроллера и 
нейросетевой модели объекта управления. 
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frequency-regulated pump aggregate, calculation of parameters of units of the structural 
scheme of the control object, a block diagram of the neurocontroller and neuron network 
model of the control object. 
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ЭКСПЕРТИЗА И КОНТРОЛЬ БЕЗОПАСНОСТИ ОБОРУДОВАНИЯ  
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Экспертиза безопасности должна производиться как на этапе проектиро-
вания любого вида оборудования, непосредственно обслуживаемого человеком, 
так и при эксплуатации. Первый этап экспертизы может производиться как 
проектными, так и независимыми общественными организациями. 

Применительно к оборудованию и технологическим процессам, имеющим 
аналогии, как правило, производится расчетная оценка ожидаемого уровня 
опасных и вредных факторов и сопоставление полученных значений с предельно 
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допустимыми значениями. При создании опытных образцов определяется 
фактическое значение этих факторов. В случае если эти значения превышают 
допустимые величины, установленные системой стандартов безопасности труда 
(ССБТ), производится доработка оборудования путем введения 
соответствующих средств защиты или повышения их эффективности. 
Одновременно, используя статистические данные о травматизме и заболеваниях, 
устанавливают причины отказов систем, травм, профзаболеваний и 
разрабатывают соответствующие требования безопасности, в том числе 
устанавливают соответствующие показатели безопасности. 

Применительно к оборудованию и технологическим процессам, не 
имеющим аналогов, производится идентификация опасностей и связанных с их 
возникновением опасных и вредных факторов. 

Для исключения эксплуатации оборудования, не соответствующего 
требованиям безопасности, производится соответствующая проверка 
оборудования, как перед его первичным задействованием, так и в процессе 
эксплуатации. Применительно к оборудованию повышенной опасности 
проводятся специальные освидетельствования и испытания 1. 

При поступлении нового оборудования и машин на предприятие они 
проходят входную экспертизу на соответствие требованиям безопасности. 
Основное оборудование электроустановок перед вводом в эксплуатацию 
подлежит испытаниям под нагрузкой не менее 24 ч. При выявлении дефектов 
необходимо их устранение и проведение повторных испытаний. При приемке 
электрооборудования из ремонта должно быть проверено выполнение всех 
запланированных работ, внешнее состояние оборудования и проведено 
испытание электрооборудования рабочей нагрузкой в течение 24 ч. 

Кроме того, необходимо периодически снимать индикаторные диаграммы с 
компрессорных и силовых цилиндров. Вновь установленные грузоподъемные 
машины до пуска в работу должны быть подвергнуты полному техническому 
освидетельствованию.  

Статическое испытание грузоподъемных кранов производится нагрузкой на 
25% превышающей их грузоподъемность, и имеет целью проверку прочности 
крана и отдельных его элементов, а у стреловых кранов – проверку грузовой их 
устойчивости. Динамическое испытание грузоподъемного крана производится 
грузом  на 10% превышающим его грузоподъемность, и имеет целью проверку 
действия механизмов и их тормозов. Динамические испытания допускается 
производить рабочим грузом 2.  

При статических испытаниях лифтов проверяют прочность механизмов 
лифта, кабины, канатов, их крепления, действие тормозов, отсутствие 
проскальзывания канатов в ручьях канатоведущего шкива, надежность 
электрического торможения без механического тормоза. Статические испытания 
осуществляют при нижнем положении кабины в течение 10 мин при нагрузках, 
на 50% превышающих номинальную грузоподъемность лифта при испытаниях 
малых грузовых или грузовых лифтов без проводника, снабженных лебедкой 
барабанного типа; на 100% превышающих номинальную грузоподъемность при 
испытаниях лифтов всех других типов. 

При динамических испытаниях кабину лифта нагружают силой, на 100% 
превышающей номинальную грузоподъемность, проверяя при этом действие 
механического оборудования, тормоза, ловителей и буферов. 
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Сосуды и аппараты, работающие под давлением перед пуском в 
эксплуатацию подвергаются техническому освидетельствованию. Последнее 
включает в себя визуальный осмотр и испытания на прочность, а в случае 
токсичных или дурно пахнущих тел – и на герметичность. Цель осмотра – 
выявление внешних дефектов конструкции, особенно сварных соединений  и 
покрытий. Испытания на прочность проводят водой, давление которой 
превышает рабочее. Степень превышения зависит от конструкции сосуда 
(сварной или литой), величины рабочего давления и отношения пределов 
прочности материала емкости на растяжение при нормальной температуре и при 
температуре эксплуатации. 

Важнейшим направлением обеспечения безопасной эксплуатации 
оборудования является контроль их параметров с целью предотвращения 
аварийной ситуации 3. 

Основным методом контроля является инструментальный метод, 
основанный на использовании различных измерительных приборов, 
определяющих параметры оборудования и технологических процессов. 

В качестве измерительных приборов в электроустановках в основном 
используются амперметры и вольтметры различных типов, а также встроенные в 
электрооборудование трансформаторы тока и напряжения, электропреобразо-
ватели. 

При эксплуатации сосудов под давлением для контроля параметров 
используются манометры, термометры (жидкостные, термопары, термометры 
сопротивления), указатели (жидкостные и мембранные), водомерные стекла. 
Манометры предназначены для контроля давления в сосудах; с помощью 
термометров сопротивления можно дистанционно контролировать температуру 
в различных местах установки; указатели и водомерные стекла служат для 
контроля уровня жидкости. 

На автомобильных и стреловых кранах для оценки ветровой нагрузки 
используются анемометры (допустимые скорости ветра при эксплуатации этих 
кранов указаны в их паспортах). 

Важное место в повышении безопасности оборудования и технологических 
процессов занимает функциональная диагностика. Она основана на текущем 
контроле правильности функционирования оборудования. С этой целью 
фиксируют показания контрольно-измерительных приборов, регистрирующих 
изменение рабочих параметров. Одним из методов функциональной диагностики 
является виброакустический метод. Акустическая и вибрационная диагностика 
производится непосредственно на этапе эксплуатации оборудования. Исходя из 
наличия в спектрах шума и вибраций характерных составляющих, определяют 
дефектные элементы машин, выявляют возникновение аварийных режимов 
(кавитации в насосах, вибрации металлорежущих станков и электродвигателей и 
т.п.). 

Из других методов функциональной диагностики можно выделить метод 
определения и анализа индикаторных диаграмм, широко используемых 
применительно к компрессорам и холодильной технике (выявление дефектов 
клапанов, переточек и т.п.). На основании полученных данных оценивают 
текущее состояние оборудования, прогнозируют изменения контролируемых 
параметров. 
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ЭКСПЕРТИЗА И КОНТРОЛЬ БЕЗОПАСНОСТИ ОБОРУДОВАНИЯ  
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

 

В статье отражается важнейшие вопросы проведения экспертизы 
оборудования технологических процессов с целью контроля их безопасной 
эксплуатации. Освещаются цели, этапы, инструменты, формы проведения 
экспертизы оборудования. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: экспертиза, контроль, безопасность, эксплуатация, 
оборудование, технологический процесс, испытание, нагрузка, динамическое 
испытание, инструменты, инструментальная экспертиза, функциональная 
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ХИМИЯ  
 

КИНЕТИКА РАЗЛОЖЕНИЯ  ПРЕДВАРИТЕЛЬНО ОБОЖЖЕННОГО  
ДАНБУРИТА  МЕСТОРОЖДЕНИЯ АК-АРХАР  

 

Ятимов П.М., Ашуров Н.А., Нуров У.А. 
Курган-Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава 

 

Развитие народного хозяйства Республики Таджикистан и его высокие 
темпы тесно связаны с ростом потребностей  материально-сырьевых ресурсов, в 
частности, сырья для производства алюминия и бора. Бор широко используется в 
машиностроительной, авиационной и других отраслях промышленности, а также 
в сельском хозяйстве. 

Комплексное использование  боратных руд позволит значительно 
расширить сырьевую базу республики, ликвидировать в среднеазиатском 
регионе имеющийся дефицит таких ценных продуктов, как коагулянты для 
очистки воды, бура и др. Разработка эффективных хлорных способов 
переработки боратных руд значительно расширит сырьевую базу для 
производства  борных соединений. 

В результате приведенных исследований, нами было выявлено, что на 
течение реакций хлорного разложения оксидов железа, алюминия, бора и 
кальция, основное влияние оказывают температура процесса и 
продолжительность. Для более подробного изучения  поведения этих 
закономерностей необходимо изучить кинетику реакций разложения данбурита 
с хлором, чтобы получить определенную информацию о механизме реакций 
хлорного разложения данбурита.   

В настоящее время проблемы кинетики неоднородных гетерогенных 
реакций, в которых участвует более двух фаз (из которых одна фаза – твёрдая), 
выдвигаются среди проблем химической кинетики на одно из ведущих мест.  

Главной особенностью таких реакций является то, чтобы установить 
закономерности переноса веществ на поверхности раздела фаз из реакционной 
зоны.  

Имеется большое количество работ, посвященных исследованиям общих 
закономерностей гетерогенной кинетики, работы [1-5] непосредственно 
посвящены изучению проблем  разложения различных оксидов химических 
элементов.  

Кинетика хлорного разложения исходного данбурита Ак-Архарского 
месторождения исследовалась после прокаливания пород при температуре от 
950 до 980°С. Была исследована зависимость (lgK) логарифма константы 

скорости реакции от обратной температуры ( 310
1


Т
), представляющая собой 

прямую линию, далее графическим методом по тангенсу угла наклона этой 
прямой на линии были найдены энергии активации (Е) процессов разложения. 

Обменная реакция между хлором и оксидом бора относится к 
кинетическим реакциям неоднородных гетерогенных процессов, скорость 
которых зависит от различных факторов, изменяется по довольно сложному 
закону во времени и поэтому часто весьма затруднительно учесть зависимость 
влияния этих факторов  на скорость проведения реакции.  Поэтому одной из 
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наиболее трудных задач химической кинетики является кинетический анализ 
именно гетерогенных, неоднородных реакций.  

Исследуя кинетику разложения соединений бора хлором, были получены 
исчерпывающие кинетические данные, однако для подробного изучения 
кинетики данного процесса необходимо проведение целого цикла работ. Нами 
были найдены кинетические закономерности хлорного разложения оксида бора, 
изучен механизм протекания реакций хлорного разложения, установлены 
последовательные стадии протекания данного процесса.  

Часто при определения кинетических закономерностей необходимо знать 
конкретные параметры процесса и вычислить зависимость скорости реакции от 
этих параметров.  

Для проведения реакции в условиях, наиболее рациональных с 
технологической точки зрения, и для получения полных данных для 
количественных измерений необходимо уточнение значений различных 
параметров, влияющих на ход протекания реакции, в частности временного 
параметра.  

В природе или технике при протекании гетерогенной реакции в реальном 
времени скорость протекания реакции определяется, во-первых, истинной 
кинетикой на поверхности реагирующих веществ, во-вторых, конвективной или 
молекулярной диффузией, от которых зависит скорость транспорта на эту 
поверхность реагирующих веществ. Обычно процесс протекает в несколько 
стадий и его скорость лимитируется скоростью самой медленной стадии. 

На скорость реакции оказывает влияние скорость химического 
взаимодействия и процессы переноса веществ. Если они достаточно быстры, то 
скорость общего суммарного процесса реакции полностью определяется 
химической кинетической реакцией на поверхности вещества и не испытывает 
зависимость от диффузных условий.    

Исходя из этого, принято называть ту предельную область, где возможно 
измерение истинной кинетики реакций, кинетической областью.  Кинетическая 
область обычно отмечается в реакциях при больших скоростях газового потока и 
низких давлениях.  

В диффузионной области скорости химического взаимодействия во много 
раз больше скорости диффузии, поэтому величина скорости всего 
диффузионного процесса в целом определяется скоростью подвода к 
поверхности руды  реагирующих веществ. В диффузионной области 
коэффициент диффузии и скорость реакции очень низкие, они не зависят от 
химизма процесса, однако  полностью зависят от температуры протекающего 
процесса и скорости газового потока. Между диффузионной и кинетической 
областями находится переходная область. 

При протекании различных процессов необходимо знать, в какой из 
областей протекает данный процесс. Чтобы выяснить, находится процесс в 
диффузионной или кинетической области, необходимо выявить зависимость 
скорости протекания процесса о температуры, согласно закону Аррениусу, или 
зависимость от скорости газового потока.  

В настоящей работе мы использовали метод термогравиметрического 
анализа для исследования кинетических характеристик хлорного разложения 
данбурита и выделения из состава данбурита оксида бора. Была взята навеска 
данбурита, которая в процессе разложения постоянно взвешивалась. По 
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изменению степени извлечения оксида бора и массы навески руды во времени 
определялась скорость процесса при определенной температуре. После каждого 
опыта при разложении данбуритовой руды и данбуритового концентрата остаток 
непрерывно взвешивали. 

Для определения кинетических характеристик хлорного разложения 
исходного данбурита использовали прерывное измерение, то есть взвешивание 
остатка, поскольку состав исходного данбурита является сложным, и его 
разложение сопровождается выделением ряда других продуктов и протеканием 
попутных процессов, например, образованием ряда нелетучих и летучих 
компонентов, сопутствующих оксидов элементов, из-за чего вес первоначальной 
навески данбурита изменяется не равномерно, а скачкообразно.  

В работах [2-5] были приведены методы  по изучению гетерогенных 
реакций различных оксидных материалов. В своих исследованиях и обработке 
результатов мы опирались на них. В работах, опубликованных большинством 
авторов, результаты опытов описаны с применением уравнений, когда 
преимущественно фронтальное  проникновение реакции с поверхности вглубь 
разлагаемого материала не учитывалось.  

Мы применили эти методы в несколько измененном виде для изучения 
кинетических процессов, протекающих при хлорном разложении исходного 
данбурита и концентрата данбурита в интервале температур от 400 до 800°С. 
Использованные методы позволили нам получить характеристики механизма 
обменной реакции между оксидами данбурита, в частности, оксида бора и 
газообразного хлора, лежащих в основе хлорного разложения данбуритов 
месторождения Ак-Архар. 

В литературе отсутствуют данные о кинетике хлорного разложения 
данбуритов, поэтому нами была изучена кинетика разложения хлором 
данбуритов Ак-Архарского месторождения.  

Зависимость степени разложения оксида бора от времени и  lg
1

1  от 

времени при хлорном разложении предварительно обожженного данбурита 
изучена в интервале температур от 400 до 800ºС в течение длительности 
процесса от 15 до 60 минут. Результаты исследования представлены на рисунке 
1. Из рисунка 1 видно, что извлечение оксида бора из состава предварительно 
обожженного данбурита с повышением температуры возрастает значительно, 
увеличиваясь от 34,5 до 64,9%. После построения кинетических кривых данного 
процесса видно, что они имеют параболический характер в исследованном 
интервале температур. Данные кинетические кривые можно описать уравнением 
первого порядка: 

dα /dτ = K (1-α), 
где: α- степень извлечения;  
τ - время в минутах;  
К - константа скорости разложения, мин. 

Между константой скорости реакции (К), температурой (Т) и энергией 
активации  (Е) прослеживается зависимость, которую можно выразить 
уравнением: 

К = Ко· е-Е/RT = 
RTЕ
о

е

К
/

 или: lnK = lnKo - 
RT

Е , 

где: е - основание натуральных логарифмов. 
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Рисунок 1. Зависимость степени разложения (α) оксида бора от: а)  времени и б) lg
1

1
 от 

времени процесса хлорного разложения обожженного данбурита 
 

Используя несложные математические преобразования, данное уравнение 
принимает вид: 

lg (1-α) = 
303.2
К . 

На рисунке 1б представлена зависимость lg1/(1-α) от времени. При 
различных температурах рассчитанные экспериментальные точки представляют 
собой прямую линию с отрицательным наклоном.   

Предэкспоненциальный множитель Кo и кажущуюся энергию активации 
(Е) процесса рассчитывали графическим методом с применением уравнения 
Аррениуса: 

К = Ко· е-Е/RT 
или: 

lg = -lgKo - 
RT

Е

303.2
, 

где: R – универсальная газовая постоянная, кДж/моль, град; Т – абсолютная 
температура, К.  

 
 

 

 

 

 

 

 
Рисунок 2. Зависимость LgK от абсолютной обратной температуры при хлорном разложении 

обожженного данбурита месторождения Ак-Архар 
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Также была исследована зависимость логарифма константы скорости 
протекания хлорного разложения обожженного данбурита от величины 
абсолютной обратной температуры. Был построен график зависимости lgК от 
(1/Т·10-3), представляющий собой прямую линию (рис. 2). 

Из рис. 2 видно, рассчитанные точки хорошо укладываются на прямую 
линию Аррениуса, по наклону прямой была рассчитана величина кажущейся 
энергии активации хлорного разложения обожженного данбурита Ак-
Архарского месторождения, которая равна 15,22 кДж/моль. Рассчитанная 
величина энергия активации Е совпадает со значениями, найденными 
графическим методом. Численные значения энергии активации и зависимость 
скорости при хлорном разложении данбурита от температуры и концентрации 
хлора и восстановителей свидетельствуют о его протекании в диффузионной 
области. 

Влияние предварительного обжига на хлорирование данбурита изучали в 
интервалах 400-800°С при длительности процесса хлорирования 60 мин. в 
присутствии восстановителя. Оптимальными параметрами для процесса 
хлорирования обожженного данбурита являются: температура процесса - 800°С, 
содержание восстановителя (угля) в шихте 130% от теоретического расчёта при 
продолжительности процесса 60 мин. с получением солей кальция и железа и 
борной кислоты. 

Была изучена кинетика процесса обработки предварительно обожженного 
данбурита хлором. Вычисленная энергия активации процесса равна 15,22 
кДж/моль, что  свидетельствуют  о его протекании в  диффузионной области.   

Кроме характеристик исходного данбурита Ак-Архарского 
месторождения были изучены характеристики данбуритового концентрата, где 
содержание 32OB  составляет более 17 мас%. Для выявления оптимальных 
параметров проведения хлорирования данбуритового концентрата была 
исследована зависимость степени извлечения оксидов из концентрата от 
температуры, продолжительности процесса и концентрации восстановителя. 

Опираясь на результаты проведенных опытов, для хлорного разложения 
данбуритового концентрата с предварительным обжигом рекомендованы 
следующие оптимальные условия: температура обжига – 950-980ºС при 
длительности термической обработки 60 мин; расход хлора 300 мл/мин; 
продолжительность хлорного разложения – 60 мин. при 650ºС; дозирование угля 
– 100-125% от стехиометрического расчета. 

Кинетика извлечения оксида бора из состава, предварительно 
обожженного данбуритового концентрата при разложении хлором исследовалась 
в интервале температур от 300 до 650°С в течение временного промежутка от 15 
до 60 минут. Характер кинетических кривых разложения указывает на то, что 
разложение происходит очень быстро и при температуре 600°С в течение 1 часа 
извлечение составляет 77,66%. За это же время при температуре 650°С 
достигнуто максимальное извлечение бора в раствор, которое составляет 84,95%   

Вычисленная величина кажущейся энергии активации разложения 
обожженного данбуритового концентрата месторождения Ак-Архар хлором 
составляет 16,78 кДж/моль, что свидетельствуют о протекании процесса в 
смешанной области, близкой к диффузионной. 
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На основе проведенных исследований разработана принципиальная 
технологическая схема переработки данбуритовой руды Ак-Архарского 
месторождения хлорным методом с получением полезных продуктов.  
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КИНЕТИКА РАЗЛОЖЕНИЯ  ПРЕДВАРИТЕЛЬНО ОБОЖЖЕННОГО  
ДАНБУРИТА  МЕСТОРОЖДЕНИЯ АК-АРХАР  

 

В статье отражается результаты опытов по выявлению факторов, влияющих на 
течение реакций хлоридного разложения оксидов железа, алюминия, бора и кальция. 
Подробно изучена кинетика реакций разложения данбурита с хлором. Опираясь на 
результаты проведенных опытов, для хлорного разложения данбуритового концентрата 
с предварительным обжигом рекомендованы оптимальные условия. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: боратные руды, хлорный способ, кинетика реакций 
разложения данбурита с хлором, термогравиметрический анализ, температура обжига, 
длительность термической обработки, расход хлора, продолжительность хлорного 
разложения, дозирование угля, стехиометрический расчет. 
 
 

KINETICS OF DECOMPOSITION OF PRE-ANNEALED  
OF AK-ARKHAR'S DANBURITE DEPOSITS 

 

The article reflects the results of experiments to identify factors affecting on the course 
of reactions of the chloride decomposition of iron oxides, aluminum, boron and calcium. In 
detail has studied the kinetics of the decomposition reactions of danburite with chlorine. 
Based on the results of the experiments for chlorine decay danburite concentrate pre burning 
the recommended optimal conditions. 

KEY WORDS: borate ore, the chlorine method, the kinetics of decomposition 
reactions of danburite with chlorine, thermogravimetric analysis, calcination temperature, 
duration of heat treatment, the chlorine flow rate, duration of perchloric decomposition, 
dosing of coal stoichiometric calculation. 
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ОСОБЕННОСТИ ФОРМИРОВАНИЯ ВЫСОКОДИСПЕРСНЫХ 
ПОРОШКОВ СУЛЬФИДА СВИНЦА 

 

Хидиров М.С. 
Курган-Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава 

 

С появлением более эффективных источников энергии (лазерной, ядерной, 
плазмохимической и др.) физические методы стимулирования химических 
реакции приобрели новое очертание. 

Строгая селективность осуществления физико-химических превращении в 
конденсированных фазах привели к всестороннему применению их в 
твердотельной микроэлектронике для получения полупроводниковых и 
диэлектрических материалов сложного состава с уникальными физическими 
параметрами [1-2].  

Полупроводниковые соединение AIV BVI благодаря высокой фото-
чувствительности в средневолновом инфракрасном диапазоне, нашли широкое 
применение в приборах оптоэлектронных систем различного назначения. 

В данной статье представлены результаты исследований роли атомов 
водорода в осуществлении химической реакции и установлению основных 
механизмов образования высокодисперсных порошков сульфида свинца. 

 

Целью работы является получение одного из представителей 
полупроводниковых соединений AIV BVI – высокодисперсного порошка 
сульфида свинца путем непрерывной бомбардировок механической смеси 
хлорида свинца и кристаллической серы атомами водорода. 

Генерация атомов водорода осуществлялась при пропускании водорода 
через разряд, создаваемый между двумя электродами, один из которых 
подсоединен к фиберу ВЧ- генератора, а второй заземлен. 

Хлорид свинца марку ч.д.а. и серу ромбической модификации в 
соотношении 1:2 смешивали в боксе, продуваемом инертным газом. 
Механическую смесь в количестве 5 г. помешали на технологическую подложку. 
Протекание физико-химических превращений в процессе непрерывной 
бомбардировки механической смеси атомами водорода контролировалось с 
помощью рентгенофазового анализа. 

Начальный период взаимодействия водорода с механической смесью 
характеризуется обильным газовыделением, связанным с возгонкой серы. Для 
предотвращения данного эффекта исходные компоненты механически 
смешивались в вибромельнице с частотой 23 Гц в течение 40 мин. 

Дифрактограмма продуктов реакции, полученных после 30 мин. 
бомбардировки механической смеси атомами водорода, демонстрирует 
существенное ослабление интенсивности рефлексов отражений исходных 
компонентов. 

На рис (1а) показан характер изменений интенсивности рефлексов 
исходных компонентов (PbCI2) и продукта реакции (PbS) в зависимости от 
продолжительности бомбардировки смеси атомами водорода . 

Зарождения новой фазы - сульфида свинца в составе исходного компонента 
при 80 мин. бомбардировки механической смеси атомами водорода. Об этом 
свидетельствует наличие пока слабых по интенсивности рефлексов отражений 
PbS на рентгенограмме (рис. 1б). 
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С увеличением продолжительности бомбардировки возрастает количество 
данной фазы и, как видно из рис. 1в, при 200 мин. бомбардировки 
дифрактограмма продуктов реакции состоит исключительно из рефлексов 
сульфида свинца. 

Для объяснения полученных результатов нами предложена схема реакций, 
согласно которой в процессе бомбардировки происходит автономное 
взаимодействие атомов водорода с хлоридом свинца. Это приводит к 
частичному его восстановлению и, тем самым, к нарушению насыщенности 

Рис. 1. Изменение интенсивности рефлексов PbCl2 и PbS в зависимости от 
продолжительности бомбардировки механической смеси PbCl2+S атомами 
водорода, составляющей 0 (а), 80 (б), 200 мин (в).    - PbCl2;    - S;   - PbS 
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валентных связей. Образовавшееся летучее соединение (HNS), при реакции 
атомов водорода с серой, адсорбируется на поверхности порошков хлорида 
свинца. Ненасышенность химических связей хлорида свинца, а также 
непрерывное обеспечение механической смеси энергией, за счет 
рекомбинационных актов атомов водорода, стимулируют процесс обменной 
реакции на границе фаз с последующим формированием высокодисперсных 
порошков сульфида свинца. 
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ОСОБЕННОСТИ ФОРМИРОВАНИЯ ВЫСОКОДИСПЕРСНЫХ 
ПОРОШКОВ СУЛЬФИДА СВИНЦА 

 

В статье представлены результаты исследований о роли водорода в 
осуществлении химической реакции и установлению основных механизмов 
образования высокодисперсных порошков. В результате, которых получено 
высокодисперсный порошок сульфида свинца путем непрерывной бомбардировок 
механической смеси хлоридом свинца и кристаллической серы атомами водорода. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: селективность, микроэлектроника, полупроводник, 
фоточувствительность, оптоэлектронная система, атом водорода, порошок сульфида 
свинца, механическая смесь, схема реакций. 

 

THE FEATURES OF THE FORMATION OF HIGHLY DISPERSED 
POWDERS OF LEAD SULFIDE 

 

The article presents the results of studies on the role of hydrogen in chemical reaction 
realizing and establishing the main mechanisms of formation of fine powders. As a result, 
which is obtained ultrafine powder of lead sulfide by continuous bombing of the mechanical 
mixture of lead chloride and crystalline sulfur atoms of hydrogen. 

KEY WORDS: selectivity, microelectronics, semiconductor, photosensitivity, 
optoelectronic system, the hydrogen atom, the powder of lead sulfide, a mechanical mixture, 
the scheme of reactions. 
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КОРМОВАЯ ЦЕННОСТЬ ДИКОРАСТУЩИХ И КУЛЬТУРНЫХ ВИДОВ 
РАСТЕНИЙ ДЛЯ ЦЕЛЕЙ ИНТРОДУКЦИИ 

 

Бердыев Д.Б.  
Курган-Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава 
Горбунов В.С., Маевский В.В., Раджабов Т.К., Ларина Т.В., Гудкова Е.В.                                     

ФГБНУ Российский научно-исследовательский и проектно-технологический 
 институт сорго и кукурузы 

 

В процессе потепления и ксерофитизации климата актуальными стали 
работы по интродукции различных перспективных по урожайности, 
питательности и по химическому составу дикорастущих видов, взятых из 
регионов бывшего СССР с похожими экологическими условиями [1]. 

Целью исследований являлся отбор и изучение перспективных видов 
дикорастущей  флоры для дальнейшего использования и улучшения как 
естественных, так и искусственных фитоценозов. Поэтому перед нами были 
поставлены следующие  задачи: 

1. Провести в природных сообществах отбор посевного материала в 
различных регионах бывшего СССР.  

2. Определить урожайность и способность к адаптации к местным условиям. 
3. Определить содержание сухого вещества, протеина, жира, сахаров и 

минеральных веществ, а также поедаемости выбранных видов. 
Изучение новых видов, обеспечивающих получение высоких урожаев 

растительного сырья, является крупной задачей современного сельского 
хозяйства. Поэтому нами были подобраны районы, для поиска и использования 
новых высокоурожайных видов дикорастущих растений. Районы выбирались по 
принципу экологической совместимости с районами исследования и испытания 
новых видов. Для этого были проведены экспедиционные исследования местных 
флор Украины, Казахстана, Узбекистана, Таджикистана и европейской части 
России, а также была использована коллекция ВИР. 

Особое внимание уделялось семействам гречишные, бобовые, астровые, 
мятликовые, капустные, сельдерейные и маревые. Эти семейства содержат 
большое количество перспективных видов. Другие семейства представлены 
единичными экземплярами, которые тоже представляют большой интерес. 

Изучаемые растения семейства бобовые представлены однолетними и 
многолетними видами. Из однолетних видов изучались долихос, фасоль, вигна, 
нут и чина. Большая часть видов была взята с Северного Кавказа, Таджикистана 
и Украины, а также из коллекции ВИР. Фенологические данные видов 
представлены в таблице 1. 

Таблица 1.  
Урожайность интродуцированных видов, 2015 г. 

 
№ 
п/п 

Культура/происхождение 
Урожайность, т/га 

Зеленой массы Сена 
1 Долихос лаблаб Dolichos lablab L. 

Россия (Саратов) 20,0 7,5 
Таджикистан 32,7 8,4 
Италия 30,2 13,4 
Италия 30,0 12,9 
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Франция 29,4 12,6 
2 Маш Vigna radiate (L.) Walp. 

Кения 9,8 2,4 
Китай 9,3 2,4 
Таджикистан 10,0 2,6 

3 Вигна спаржевая Vigna unquiculata (L.) Walp. 
Мексика 12,1 2,5 
Иран  13,3 2,7 
Мексика 13,4 2,6 
Япония 11,2 1,9 

4 Фасоль остролистная Phasoleus acutifolius A. Gray 
Мексика - - 

5 Фасоль обыкновенная Phasoleus vulgaris L. 
Украина 15,3 6,2 

6 Фасоль огненно-красная Phasoleus ccineus L. 
Украина 28,7 13,4 
Италия  30,2 13,2 
Канада 30,0 13,0 
Чехия 29,7 12,8 

7 Долихос крупнолистый 
Таджикистан 36,0 14,3 

 

Долихос представлен шестью экологическими формами. Таджикские с 
крупными фиолетовыми листьями и фиолетовыми плодами, а также форма из 
Саратова самая раннеспелая с бледноокрашенными cеменами. Одна форма из 
Италии, две формы из Франции. Итальянская форма позднеспелая. Формы из 
Франции были среднеспелыми. Отмечено, что формы, взятые из Саратова, могут 
быть использованы с успехом во всех изучаемых регионах для зеленого корма и 
для заготовки сена и сенажа. Зерно долихоса является прекрасным белковым 
компонентом при приготовлении комбикормов для всех видов 
сельскохозяйственных животных. Долихос также является ценным пищевым 
растением и для человека [2].  

Испытаны различные виды вигны. Самые перспективные по урожайности 
были взяты из Таджикистана табл. 2. 

Таблица 2.  
 

Фенологическая характеристика некоторых видов, интродуцированных  
в Саратовской области, 2014-2015 г. 

 

№ 
п/п 

Видовое название 

Наступление фенофазы 

посев всходы 
Отрас-
тание 

бутони-
зация 

цветение 
полное 

созревание 
плодов 

1 Долихос лаблаб Dolichos lablab L. 
(франц.) 

15.05 8.06 24.06 30.06 17.07 - 

2 Люпин белый Lupinus albus L. - 7.06 15.06 27.06 4.07 23.08 
3 Вигна радиата Vigna radiate R. Wilcek. - 7.06 18.06 30.06 15.07 19.09 
4 Вигна спаржевая Vigna unquiculata R. 

Wilcek. 
- 7.06 18.06 30.06 17.07 

 
12.09 

5 Фасоль остролистная Phasoleus 
acutifolius A. Gray 

- 10.06 19.06 13.07 24.07 18.09 

6 Фасоль огненно-красная Phasoleus 
ccineus L. 

- 9.06 21.06 10.07 19.07 19.09 

7 Чина нутовая Lathyrus cicera L. - 7.06 21.06 29.06 12.07 13.09 
8 Чина широколистная  

Lathyrus latifolius megalanthus Stend L. 
15.05 9.06 12.06 20.07 26.07 22.09 
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Вигна спаржевая является хорошим кормовым и пищевым сырьем. 
Исследованные вигны получены из коллекции ВИР (Мексика, Япония и Ирак). 
Иракские образцы были самые перспективные. 

Также была испытана коллекция нута из Индии, Чили, Израиля и 
Таджикистана. Все образцы нута, за исключением индийского, представляют 
интерес для введения в культуру как пищевые и кормовые растения. Отмечено, 
что взятые из Таджикистана растения обладают хорошей засухоустойчивостью и 
имеют более крупные семена. Индийские формы крупносемянные, низкорослые 
прижатые к почве, что создает определенные трудности для механической 
уборки. Следует отметить, что семена этой формы в полтора раза больше  чем у 
других изучаемых образцов [3]. 

При испытании некоторых видов фасоли выявлены образцы с высокой 
урожайностью. Нами была изучена фасоль огненно-красная обыкновенная и 
остролистная. Большинство видов хорошие  кормовые и пищевые растения. Они 
прекрасно адаптированы к различным экологическим условиям местного 
климата, что позволяет их использовать  на силос и в качестве сидерата. 

Интересны некоторые виды однолетних чин. Однолетние: чина нутовая и 
безлисточковая являются хорошими кормовыми растениями способными дать 
высокий урожай, как зеленой массы, так и зерна по химическому составу более 
ценные, чем горох. 

Из многолетних перспективных видов чины испытаны: чина лесная и 
широколистная. Исследуемые виды имеют практически одинаковый 
вегетационный период и дают большой урожай зеленой массы, хорошо 
поедаемый животными. 

Из семейства бобовые выделены - чина японская, широколистная, черная, 
болотная, безлистная, лесная; солодка гладкая и некоторые виды вики. Все эти 
работы по возделыванию данных видов в смешанных посевах будут вестись с 
целью увеличения продуктивности сельскохозяйственных животных, а также 
для создания высокопродуктивных сенокосов и пастбищ. 

Среди других растений следует отметить такие перспективные виды из 
семейства гречишные - горец гиссарский, горец Вейриха, дубильный, ревень 
Виттрока, пальчатый, пушистый. 

Среди малораспространенных видов следует рассмотреть перспективные 
растения, пригодные по высоте к уборке на зеленую массу (табл. 3).  

Таблица 3.   
Высота растений перед уборкой на зеленую массу 2010 г. 

 

Варианты опыта 
Высота растений, см 

№ Культуры 
1. Свербига восточная 49,0 
2. Козлятник большой 38,3 
3. Мискантус китайский 54,7 
4. Сивец луговой 128,4 
5. Китайбелия виноградолистная 142,3 
6. Чина широколистная 112,3 
7. Вика тонколистная 96,2 

9 Чина лесная Lathyrus sylvestris L. 15.05 10.06 17.06 19.07 22.09 22.09 
10 Чина безлисточковая Lathyrus aphaca L. 15.05 3.06 13.06 20.06 27.06 13.08 
11 Долихос лаблаб Dolichos lablab L. 

(Саратов) 
15.05 6.06 17.06 24.06 4.07 18.09 
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8. Солодка голая 91,7 
9. Катран сердцелистный 38,4 

10. Никандра физалесовидная 106,2 
11. Прутняк веничный 122,5 
12. Татарник обыкновенный 162,4 
13. Вика заборная 75,3 
14. Гулявник Лезеля 89,4 
15. Горец Вейриха 185,6 
16. Вика мышиная 75,3 
17. Вайда ребристая 84,5 
18. Вайда красильная 81,6 
19. Солодка уральская 85,3 
20. Вейник наземный 68,1 
21. Чина мулькак 91,3 
22. Репяшок обыкновенный 73,4 
23. Кирказон ломоносовидный 38,3 
24. Ослинник двулетний 83,4 
25. Астрагал солодколистный 127,2 
26. Гроссгеймия 49,8 
27. Лядвенец рогатый 35,7 
28. Астрагал нутовый 102,1 
29. Хатьма тюрингемская 93,8 

 

По урожайности многие из единичных отобранных видов имели хорошие 
результаты (табл. 4). 

Таблица 4.  
Средняя урожайность новых культур, 2014-2015 гг. 

 

№ Культура Урожай, т/га 
зеленой массы сена 

1. Silphium perfoliatum L. 
Сильфия пронзеннолистная 

83,4 12,0 

2. Bunias orientalis L. 
Свербига восточная 

45,7 4,3 

3. Glycyrhiza glabra L. 
Солодка гладкая 

23,4 0,8 

4. Glycyrhiza uralensis  Fisch. 
Солодка уральская 

22,8 0,8 

5. Glycyrhiza pallidiflora Maxim 
Солодка бледноцветковая 

45,8 0,6 

6. Poa pratensis L. 
Мятлик луговой 

6,3 0,25 

7. Leymus racemosus (Lam.) Tzvel. 
Волоснец гиганский 

15,3 0,9 

8. Miscaunthus purpuraecens Anderss.  
Мискантус красноватый 

28,4 0,70,6 

9. Sanquisorba officinalis L. 
Кровохлебка лекарственная 

23,2 10,2 

10. Althaea armeniaca Ten. 
Алтей армянский 

41,5  

11. Kitaibelia vitifolia Willd. 
Китайбелия виноградолистная 

69,3  

12. Lavathera thuringiaca L. 
Хатьма тюрингемская 

48,4  

13. Malva sylvestris L. 
Мальва лесная 

30,6  
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Хотелось бы отметить высокую урожайность зеленой массы у сильфии 
пронзеннолистной, свербиги восточной, солодки бледноцветковой, китайбелии 
виноградолистной, лаватеры тюрингемской, который больше 40,0 т/га. Самый 
малый урожай у изучаемых видов у мятлика лугового - около 6 т/га. Урожай 
сена больше всего у сильфии пронзеннолистной и алтея  армянского, а меньше 
всего у мятлика лугового, мискантуса красноватого и кровохлебки 
лекарственной. Следует заметить, что у большинства растений с крупными 
листьями очень сложно получить сено, так как эти листья быстро опадают и 
превращаются в труху. 

При проведении испытаний избранных видов, многие не вошли в наше 
описание из-за того что еще не полностью собраны данные. 

Таким образом, испытание новых для сельского хозяйства видов диких 
растений  дает возможность улучшить кормовую базу животноводства. 
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КОРМОВАЯ ЦЕННОСТЬ ДИКОРАСТУЩИХ И КУЛЬТУРНЫХ ВИДОВ  
РАСТЕНИЙ ДЛЯ ЦЕЛЕЙ ИНТРОДУКЦИИ 

 

Данная работа посвящена рассмотрению вопроса выбора, в естественных флорах 
бывшего СССР перспективных дикорастущих видов для интродукции с целью 
создания высокопродуктивных сенокосов и пастбищ в аридных зонах.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: интродукция, кормовые культуры, Таджикистан, 
естественная флора. 
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former USSR promising wild species for introduction with the aim of establishing high-
yielding hayfields and pastures in arid zones.  
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ВОДНЫЙ РЕЖИМ ПУСТЫННЫХ РАСТЕНИЙ ЮЖНОГО ТАДЖИКИСТАНА 
 
 

Давлятова Д.М., Бердыев Д., Б.  
Курган-Тюбинский государственный университет имени Носира Хусрава  

Ниязмухамедова М.Б.  
Институт ботаники, физиологии и генетики АН РТ 

 
 

Задачи изучения водного режима в природной обстановке могут быть 
весьма разнообразными. Так, необходимы представления о водном балансе 
доминирующих растений при освоении новых территорий, обводнении пустынь, 
улучшение различных географических районов. Весьма важно изучение водного 
режима растений и для разработки проблемы адаптации растений к аридным 
условиям, а также понимания жизненности растений обширности их ареала [5]. 
Выявление механизмов адаптации, где проявляется недостаток почвенной и 
атмосферной влаги, а также отрицательные воздействия температуры воздуха и 
засоления почв является весьма актуальной проблемой физиологии растений и 
современного растениеводства [8]. 

Экстремальные условия произрастания пустынных растений отражаются в 
их биолого-морфологических и физиологических особенностях в частичности, в 
водном режиме. Особенно важным является изучение доминирующих видов 
растений, выступающих как адаптационные системы, приспособленные к 
сохранению высокой жизнеспособности в конкретной среде. 

Главной целью проведенной нами работы представлялось создание 
детальной характеристики одного из важнейших элементов жизнедеятельности 
растений, их водного режима у некоторых доминирующих видов в пустынной 
зоне Южного Таджикистана, где условия среды для каждого из них могут быть 
оптимальными, ограничивающими или исключающими. Акцентировалось 
внимание на различиях в водном режиме и внешних приспособительных 
реакциях растений. 

Располагая данными об уровнях основных показателей водного режима 
растений, а также об отклонениях этих показателей в продолжении сезона 
вегетации и разных лет, нам представлялось возможным судить о пластичности 
водного режима растений. Последняя в значительной мере определяет 
приспособленность растений к условиям существования в аридной обстановке. 

Наши полевые исследования проведены главным образом в пустынной зоне 
заповедника «Тигровая балка» (в течение трех вегетационных сезонов – 2011-
2013 гг). 

В качестве объекта изучения служили 4 вида растений: саксаул черный 
Haloxylon ammodendron (C.A. Mey) Bunge, cолянки putmera Salsola richteri (Mog.) 
Kar. ex. litv., джузгун Сalligonum griseum Korov. ex. pavi и астрагал Аstragalus 
rutilobus Bge. Эти виды доминируют в растительных группировках, 
приуроченных к основным элементам ландшафта пустынной зоны заповедника 
«Тигровая балка». 

Содержание воды в органах ассимиляции определялось нами 
гравиметрически. Собранные пробы высушивались до постоянного веса при 
температуре 105-1070С. Расчет количества произведен на сырую массу листьев. 

Водный дефицит определялся по методу [17] в модификации [18]. 
Насыщение высечек, взятых из листьев или частичной листовой пластинки, 
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производилось во влажном полиуретане. Листья насыщались влагой в течение 3-
4 ч. Повторность опыта трехкратная. 

Для определения сублетального  водного дефицита нами был использован 
метод [7]. Согласно этому методу, о наступлении сублетального дефицита судят 
по потере тургора, который при высокой степени обезвоживания не 
восстанавливается после последующего насыщения. 

Статическую обработку экспериментальных данных проводили по [10]. 
При характеристике водообмена растений трудно обойтись без оценки 

запаса воды в органах ассимиляции. Однако возможности сравнивать по этому 
показателю несколько ограничены. Как справедливо отмечено в [1], определить 
по величине содержания воды в растении, произрастает ли вид в аридных или 
гумидных областях, практически невозможно. Кроме того, даже в пределах 
одного растительного сообщества растения со склероморфиной и мезоморфиной 
структурой листа, безусловно, будут отличаться по количеству воды в листьях, 
но эти различия не всегда говорят о том, что первые испытывают больше 
затруднения в водоснабжении в связи с тем, что у них меньше воды. Одна из 
задач исследований – отличить, являются ли для данного вида изменения 
содержания воды вынужденными, возможно даже нарушающими какие-либо 
функции растительного организма, либо же эти колебания в пределах нормы. 
Каждый вид имеет различный предел своих возможностей. Сопоставление с 
предельными величинами позволяет давать более точную трактовку данных по 
содержанию воды, которые получены в естественных условиях произрастания. 
Количество воды является параметром, экологическая значимость которого 
возрастает при одновременном изучении с теми элементами водообмена, по 
которым оценивают поступление, расход воды, ее недостаток в тканях листа. 

При характеристике водного режима растений важно знать, на фоне какой 
оводненности у различных видов идут основные процессы их 
жизнедеятельности. Оказалось, что среди изученных видов наибольший запас 
влаги имеет Haloxylon ammodendron. Все изменения этого показателя на 
протяжении 3 лет наблюдений происходит у черного саксаула в диапазоне от 60 
до 84% (табл.1). 

Таблица 1. 
 

Динамика наибольших и наименьших величин содержания воды в органах ассимиляции, 
в % от сырого веса 

 

Вид  Год 
наблюдений 

Содержание воды Амплитуда  

Наибольшая  Наименьшая  
Haloxylon 

ammodendron 
2011 
2012 
2013 

82 
84 
82 

62 
62 
60 

20 
22 
22 

Salsola richteri 2011 
2012 
2013 

76 
78 
78 

58 
60 
60 

18 
18 
18 

Сalligonum 
griseum  

2011 
2012 
2013 

76 
74 
74 

56 
58 
56 

20 
16 
18 

Аstragalus 
rutilobus 

2011 
2012 
2013 

65 
62 
67 

48 
50 
48 

17 
12 
19 
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Установлено, что содержание воды в листьях Salsola richteri и Сalligonum 
griseum несколько ниже. Менее всего обводнены листья Аstragalus rutilobus. И 
хотя весной наибольшее количество воды у астрагала может достигать до 67%, в 
период засухи он снижается до 48%. Таким образом, самую высокую 
оводненность тканей побеги черного саксаула, самую низкую – астрагала, 
остальные же растения занимают между ними промежуточное положение (табл. 
1). В ряду уменьшения водного запаса растения распологаются в следующем 
порядке: 
 

Haloxylon ammodendron                Salsola richteri           Сalligonum griseum 
 Аstragalus rutilobus. 

 

Результаты исследований показали, что у всех изученных видов пустынных 
растений Южного Таджикистана свойственно сокращать оводненность тканей 
на протяжении вегетации (табл. 2). Максимальное количество воды у всех 
растений, за исключением Haloxylon ammodendron, отмечено весной: у черного 
саксаула самая высокая оводненность наблюдалась месяц спустя после начала 
вегетации. В ходе сезонного развития идет постепенное снижение количества 
воды, которое в конце июля отпускается до минимальных величин, причем 
осенью может происходить даже некоторое возрастание оводненности тканей 
(табл. 2). 

Таблица 2. 
Сезонные изменения максимальных величин содержания воды в листьях,  

в % от сырого веса 
 

 
Вид  

 
Год  

Месяц наблюдений 

апрель май июнь июль август сентябрь 

Haloxylon 
ammodendron 

2011 
2012 
2013 

80 
78 
80 

82 
84 
82 

66 
70 
70 

62 
62 
60 

- 
- 
- 

64 
66 
62 

Salsola 
 richteri 

2011 
2012 
2013 

76 
78 
78 

70 
68 
66 

64 
64 
62 

58 
60 
60 

- 
- 
- 

60 
62 
60 

Сalligonum 
griseum  

2011 
2012 
2013 

76 
74 
74 

68 
70 
70 

64 
68 
68 

56 
58 
56 

- 
- 
- 

58 
58 
60 

Аstragalus 
rutilobus 

2011 
2012 
2013 

65 
62 
67 

58 
58 
56 

54 
54 
52 

48 
50 
48 

- 
- 
- 

52 
50 
50 

 

Результаты наших измерений позволяют подтвердить вывод, сделанный 
рядом авторов, работавших ранее в аридных областях [2-3; 9; 11-12; 14-15] и 
другие. 

Проведенные наблюдения показали, что раньше чем у других видов, 
начинает резко сокращаться запас воды в листьях Аstragalus rutilobus. Первые 
признаки заметны уже в начале июня. С этого времени и до конца июля идет 
резкое падение запаса влаги. В дальнейшем снижение протекает менее 
интенсивно. У Haloxylon ammodendron, Salsola richteri и Сalligonum griseum 
содержание воды в ассимиляционных органах наиболее стабильно. 
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Водный дефицит является интегральным показателем, поскольку он 
достаточно полно отражает не только особенности водного режима растений, но 
и степень обеспеченности их почвенной влагой [9]. 

Таблица 3. 
Водный дефицит в листьях растений на протяжении периода вегетации  

(в% от полного наблюдения) 
 

Вид 
Год 

наблюдений 
Величина 

Амплитуда 
Наибольшая  Наименьшая  

Haloxylon 
ammodendron 

2011 
2012 
2013 

28 
24 
24 

3 
4 
4 

25 
20 
20 

Salsola richteri 2011 
2012 
2013 

32 
30 
30 

6 
8 
8 

26 
22 
22 

Сalligonum 
griseum  

2011 
2012 
2013 

34 
32 
30 

4 
6 
6 

30 
26 
24 

Аstragalus 
rutilobus 

2011 
2012 
2013 

38 
36 
34 

10 
8 
7 

28 
28 
27 

  

В результате определений нам удалось установить, что у пустынных 
растений Южного Таджикистана, которые были выбраны для изучения водного 
режима, максимальная величина реального водного дефицита ни разу за 3 года 
наблюдений не превышал 38%. Самый большой недостаток воды (приводится в 
% к полному насыщению) испытывали листья Аstragalus rutilobus, менее всего - 
побеги черного саксаула (табл. 3). 

Полученные данные показывают, что доминанты пустынной зоны Южного 
Таджикистана реагируют на изменение погодных условий каждого 
вегетационного периода. В год, когда осадков выпало меньше нормы (2011), 
развивался самый высокий реальный водный дефицит. У всех растений ниже 
всего дефицит был в 2013 г., который оказался по гидротермическим условиям 
типичным для Южного Таджикистана.  

Все изученные виды имели сходный характер сезонных изменений водного 
дефицита. Весной в их листьях недостаток воды бывает, как правило невелик, с 
возрастанием летней засухи он повышается, а уже в конце сентября происходит 
некоторые снижение его величин (табл. 4). Сезонные изменения меньше всего 
проявлялись у черного саксаула, Аstragalus rutilobus испытывал наибольший 
дефицит. Salsola richteri и Сalligonum griseum занимают промежуточное 
положение.  

Таблица 4. 
Динамика средних значений водного дефицита на протяжении сезона вегетации  

(в % от полного насыщения) 
 

Вид Год 
Месяц наблюдений 

апрель май июнь июль август сентябрь 

Haloxylon 
ammodendron 

2011 
2012 
2013 

5 
6 
6 

8 
12 
10 

16 
14 
14 

24 
24 
22 

- 
- 
- 

20 
19 
19 

Salsola 
 richteri 

2011 
2012 
2013 

9 
8 
8 

13 
10 
12 

18 
17 
17 

28 
28 
24 

- 
- 
- 

26 
26 
24 
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Сalligonum 
griseum  

2011 
2012 
2013 

10 
9 

10 

18 
14 
16 

22 
20 
18 

28 
28 
24 

- 
- 
- 

26 
24 
24 

Аstragalus 
rutilobus 

2011 
2012 
2013 

12 
10 
10 

20 
18 
18 

26 
26 
24 

34 
32 
30 

- 
- 
- 

30 
32 
30 

 

Величина водного дефицита меняется не только в ходе сезонного развития: 
его колебания заметны даже на протяжении дня. Диапазон дневных изменений у 
различных видов неодинаков. Наибольшая разница между дневными и 
ранеутренними значениями водного дефицита найдена у солянки Рихтера и 
астрагала. Чуть меньше была она у джузгуна. Незначительные дневные 
изменения реального водного дефицита свойственны побегам черного саксаула. 
Амплитуда дневных изменений водного дефицита (в % к полному насыщению) 
приводится ниже. 

     Весна          Лето         Осень 
Haloxylon ammodendron 3   8   5 
Salsola richteri  5   18   5 
Сalligonum griseum  5   12   10 
Аstragalus rutilobus  3   15   18 
Весной у всех растений водный дефицит изменяется в течение дня мало, 

летом его дневные колебания возрастают. Осенью это разница вновь 
сокращается, однако диапазон изменений в это время шире, чем весной.  

Полученные нами данные не подтвердили выводы, к которым ранее 
пришел [18] на основании своих и заимственных из литературных источников 
данных. Согласно его мнению, характерной чертой растений аридной зоны в 
отличие от гумидной является наличие высокого водного дефицита, 
достигающего в периоды засухи 60%. Им также свойственны большие дневные 
колебания водного дефицита. Этот вывод [18], довольно часто цитруемый в 
эколого-физиологической литературе, означает, что все процессы 
жизнедеятельности растений проходят на фоне крайне высокий напряженности 
водного режима. 

Однако мы знаем, что пустынные виды распространены на больших 
площадях, слагают устойчивые в той или иной степени растительные 
группировки, полностью проходят цикл развития. Трудно предположить, чтобы 
для этих растений был обычным высокий водный дефицит, чтобы почти 
растительный организм функционировал при постоянной нехватке половины 
необходимой им воды. 

Размеры реального водного дефицита, найденные у доминирующих видов 
пустынной зоны Южного Таджикистана, свидетельствуют о достаточно 
благоприятном водном режиме растений этой территории. 

Проведенные наблюдения за состоянием насыщенности водой 
ассимиляционных органов у доминантных видов пустынной зоны Южного 
Таджикистана показали, что их водный дефицит невелик. Максимальный 
дефицит, как правило у всех исследованных растений за исключением астрагала, 
не превышал 34%.  

Однако, опираясь только на величину реального водного дефицита, мы не 
можем с высокой степенью достоверности утверждать, благоприятен или нет их 
водный режим. Насколько велик в действительности реальный недостаток 



93 
 

насыщения для каждого конкретного вида, можно определить, только сравнив 
его с величиной сублетального (критического) водного дефицита, т.е. того 
максимального недостатка насыщения, который не оказывает еще 
повреждающего действия. Критический недостаток насыщения – важный 
критерий еще и потому, что его величина практически не зависит от изменений 
погодных условий, а сам он является достаточно консервативным признаком, 
характерным для данного вида, произрастающего в определенных 
экологических условиях [4; 7]. 

Несмотря на очевидную важность определения величины сублетального 
водного дефицита, его измеряют значительно реже, чем реальный дефицит. 
Пограничный дефицит изучался рядом исследователей [4; 6-7;16] и другие. 

Определение критического водного дефицита (приводится в % от полного 
насыщения) проводилось нами дважды за вегетационный сезон: в мае, в период 
формирования ассимиляционных органов, и в начале августа, когда они были 
уже полностью сформированы. 

                 Май                        Август   
Haloxylon ammodendron    47   50 
Salsola richteri     46   48 
Сalligonum griseum     45   48 
Аstragalus rutilobus     43   46 
 
Оказалось, что даже у молодых листьев и зеленых побегов афильных 

растений сублетальный дефицит не превышал 45-50%. 
Намечается слабо выраженная тенденция к его небольшому увеличению в 

ходе сезонного развития. В целом это увеличение невелико и в зависимости от 
вида растений составляет всего за 2-3% (ошибка опыта при определения 
дефицита методом  [17] составляет 1,5-2%). Эти данные позволяют считать, что 
сезонные изменения сублетального дефицита на протяжении вегетационного 
периода практически не происходит. К подобному выводу пришли ранее, 
например [7] в отношении некоторых растений лесостепных дубрав. 

Таким образом, в целом обзор данных по водному дефициту показывает, 
что растения, произрастающие в умеренной зоне, а также виды, вегетация 
которых проходит в наиболее благоприятное время года, имеют критический 
недостаток насыщения, не превышающий 20-40%. Считается, что растений 
ксеротермных местообитаний обнаруживают значительно большую 
устойчивость к обезвоживанию. Их дефицит, при котором происходит 
повреждение ассимиляционного аппарата, может достигать 60-65%. 
Критический водный дефицит, установленный нами для пустынных растений 
Южного Таджикистана составляет 43-50%. 

Сопоставление размеров сублетального и реального дефицита показало, что 
у растений пустынной зоны Южного Таджикистана реальный дефицит не 
достигает своих критических величин. Соотношение сублетального дефицита 
43-50% и реального не более 22-34% говорит об устойчивости водного баланса и 
отсутствием серьёзных нарушений в режиме снабжения растений водой.  

В целом же определение водного дефицита показали, что у исследованных 
видов пустынной зоны Южного Таджикистана, играющих ведущую роль в 
создании растительных сообществ, на протяжении их сезонного развития даже в 
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условиях экологического стресса не возникало такого недонасыщения тканей, 
которое может вызвать необратимые повреждения ассимиляционных органов. 

В целом, у пустынных растений Южного Таджикистана обнаружили 
высокую степень устойчивости к недостаточному и нерегулярному 
водоснабжению. Это устойчивость обеспечивается у каждого вида своим 
состоянием реакций на засуху различных показателей водообмена. Оказалось, 
что в пределах одной растительной группировки, даже в одном ярусе, 
доминируют растения с различным характером приспособительных реакций, что 
позволяет им, по – видимому, наиболее полно использовать среду обитания.  

О причинах высокой устойчивости пустынных растений Южного 
Таджикистана говорить с определенной достоверностью трудно. Отчасти это 
может быть связано со спецификой почвогрунтов песчаной пустыни, которые в 
аридной зоне считаются одними из наиболее благоприятных для существования 
растений. В этих почвах происходят процессы конденсации, дающие 
дополнительные количества влаги.  

Таким образом, изучение водного режима пустынных доминантов, дает 
возможность в значительной мере расшифровать важнейшую сторону 
жизнедеятельности растений в резко выраженных аридных условиях, т.е. 
характер адаптации к ним. 

Как нам представляется, накопление данных эколого-физиологического 
плана дает материал для суждения о разнообразных путях приспособления 
растений к пустынной обстановке Южного Таджикистана, а также к объяснению 
господствующего положения того или иного вида в растительном сообществе.  

Полученные нами сведения о жизнедеятельности пустынных растений 
Южного Таджикистана приобретает особую ценность при современном 
процессе аридизации климата в Южном Таджикистане, а также создание 
долголетних пастбищ в аридных областях Центральной Азии.  
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ВОДНЫЙ РЕЖИМ ПУСТЫННЫХ РАСТЕНИЙ ЮЖНОГО ТАДЖИКИСТАНА 
 

В работе рассматривается основные стороны механизма адаптации пустынных 
растений Южного Таджикистана к засушливым условиям. На основе изучения 
содержание воды в ассимиляционных органах, водный дефицит и сублетальный 
водный дефицит, оценивается эколого-физиологическая адаптация к характеру 
балансирования водного хозяйства пустынных растений к экстремальным условиям 
существования. 
 КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: адаптация, содержание воды в листьях, оводненность, 
водный дефицит, сублетальный водный дефицит, наибольшая и наименьшая величина, 
пустынные растения, доминанты. 
 

THE WATER REGIME OF DESERT PLANTS OF SOUTHERN TAJIKISTAN 
 

The paper discusses the main aspects of the mechanism of adaptation of desert plants of 
southern Tajikistan to the arid conditions. Based on the study of the water content in 
assimilative organs, water deficiency and sublethal water deficit, evaluated ecological and 
physiological adaptations and the nature of balancing the water economy of desert plants to 
extreme conditions of existence. 
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ГЕТЕРОЗИС И ДОМИНИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ  
ПРИЗНАКОВ У ГИБРИДОВ  F1 КАРТОФЕЛЯ  

 

Партоев К., Наимов А.С. 
Институт ботаники, физиологии и генетики растений  

Академии наук Республики Таджикистан  
 

Клубни картофеля, как ценная продовольственная продукция для многих 
народов мира, считаются «вторым» хлебом. Агроэкологические условия горных 
районов Таджикистана на высоте более 1800 метров над уровнем моря 
позволяют выращивать хороший и качественный урожай клубней картофеля. В 
таких прохладных горных условиях, растения картофеля мало подвергаются 
поражению болезней, интенсивно цветут, формируют много ягод и 
ботанических семян, что способствуют успешному проведению гибридизации 
картофеля и получения гибридных семян. В связи с этими особенностями 
горных зон Таджикистана, нами была проведена внутривидовая гибридизация  
картофеля и получены ценные гибриды этой важной продовольственной 
культуры.  

Генетический признак картофеля - масса 1000 шт. семян в среднем у 
исходных родительских форм составляет 533,3 мг, а у гибридов F1 значительно 
больше, и колеблется в пределах 590-862,5 мг. В среднем у гибридов F1 

картофеля данный показатель составляет  738,5 мг, что на 205,2 мг или на 
38,48% больше, чем средний показатель признака  у родителей.   Коэффициент 
доминирования по признаку  массы семян среди гибридов F1 картофеля, 
колеблется в пределах 3,8 – 63,5, что свидетельствует о широком диапазоне  
проявления  данного признака в разрезе гибридных комбинаций. В среднем, у 
гибридов F1 картофеля,  коэффициент доминирования составляет 19,5. 
Гипотетический гетерозис у десяти проведенных гибридных скрещиваний, 
колеблется в пределах 13,19 – 72,89%. Истинный гетерозис составляет 12,92-
58,69%. В среднем гипотетический и истинный гетерозис у гибридов F1 

картофеля составляет соответственно,  38,48 и  29,0%.  
 При скрещивании организмов с разной наследственностью,  происходит 

биохимическое обогащение гибрида, у него усиливается обмен веществ, что и 
вызывает проявление гетерозиса [8; 7; 5; 2; 6; 3; 4]. 

  Ряд авторов [8; 7; 9] характеризуют три типа гетерозиса у растений: 
репродуктивный (цветков и соцветий); соматический (стеблей, побегов, листьев, 
клубней, корнеплодов) и адаптивный (зимостойкости, засухоустойчивости, 
скороспелости).  

Как сообщают [5; 6] гетерозис у картофеля проявляется в тех случаях, когда 
потомство превосходит лучшего родителя или среднюю для обоих родителей. 
Наследование гетерозиса у картофеля обусловлено малыми генами  или 
побочными эффектами главных генов. Их совместное действие может 
проявляться аддитивным (ОКС) или неаддитивным (СКС) способом [5; 6]. 
Решение проблемы повышения эффективности селекции картофеля, видится в 
сочетании традиционных и новых генетических подходов и успех селекции в 
наибольшей степени зависит от разнообразия исходного материала,  с 
хозяйственно-полезными признаками и другими биологическими свойствами [1; 
7]. В связи с этим, нами была проведена гибридизация картофеля в условиях 
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горного пояса нашей республики для получения гибридов картофеля и изучения 
особенности проявления сил гетерозиса у гибридов.    

Для получения гибридов F1  в горной зоне (в Джиргитальском районе на 
высоте 2700 м. над уровнем моря) были проведены прямые и обратные 
скрещивания различных сортов картофеля. Через 40-50 дней сформировавшиеся 
гибридные ягоды картофеля собрали и получали гибридные семена (F1). 
Полученные нами гибриды картофеля от внутривидовых скрещиваний (Solanum 
tuberosum L) были изучены в  2010 г. в условиях Файзабадского района (2500 м. 
над уровнем моря), в течение 2011-2012 гг. в условиях Джиргитальского района 
(на высоте 2700 м. над уровнем моря) в селекционных питомниках. У гибридов 
были определены гипотетический, истинный гетерозис и коэффициент 
доминирования признаков по методике З.В. Абрамовой [1]. 

1. Истинный гетерозис (Гист) – способность гибридов F1  превосходит по 
данному признаку лучшую из родительских форм (Рл) – определяли по формуле:  

 
 

Гист . 
 
 

2. Гипотетический гетерозис (Ггип) - способность гибридов F1  превосходит 
по данному признаку средние показатели данного признака у родительских 
форм (Рср) – определяли по формуле:  
 

Ггип .  
 

3. Коэффициент доминирования признака массы 1000 шт. семян у гибридов 
F1 картофеля определяли по формуле:  

 

Н  . 
 

Агротехника возделывания картофеля состояла из проведения 
двухкратного рыхления рядов, внесения органоминеральных удобрений (NPK 
100+150+80кг/га+ органическое удобрение - 10 т/га) и 8-12-ти разового 
вегетационного полива. 

Как показали наши исследования, у гибридов F1 картофеля  наблюдается 
гетерозис и доминирование по признаку массы 1000 шт. семян  (табл.1).   

Таблица 1.  
Масса 1000 шт. семян и  коэффициент доминирования у гибридов F1 картофеля 

 
№ Родительские сорта и 

гибриды 
Масса 1000 шт. 

семян, мг 
Коэффициент 
доминирования (H) 

1 Кардинал 520,0±3,5 - 

2 Зарина 567,5±4,4 - 

3 Кондор 532,5±4,7 - 

4 Дусти 572,5±4,5 - 

5 Пикассо 522,5±4,8 - 

6 Файзабад 572,5±4,5 - 

7 Гибрид – 23 550,0±4,2 - 
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Как видно из таблицы 1, в зависимости от генотипа исходных сортов и 
комбинации скрещивания,  наблюдается разный показатель по массе 1000 шт. 
семян среди исходных форм и гибридов F1 картофеля. Масса 1000 шт. семян у 
исходных форм колеблется в пределах 445-572,5 мг. Низкий показатель 
наблюдается у сортообразца  Клон – 48 (445 мг.), а самый большой  - у сортов 
Дусти и Файзабад (572,2 мг.). В среднем этот показатель у исходных 
родительских форм составляет 533,3 мг. Однако, среди гибридов F1 картофеля,  
этот признак проявляется значительно больше, и колеблется в пределах 590- 
862,5 мг.  

По данному признаку сравнительно низкий показатель наблюдается у 
гибридных комбинаций  Кардинал x Пикассо и Клон - 40/1 x Дусти, у которых 
он выражается в пределах 590,0 – 676,3 мг.  Самый высокий показатель по 
данному признаку, наблюдается по гибридам: Гибрид-23 x Пикассо; Клон- 48 x 
Кондор и Клон - 48 x Дусти, у которых масса 1000 шт. семян составляет 825,0 – 
862,5 мг.   

В среднем у гибридов данный показатель составляет  738,5 мг., что на 
205,2 мг. или на 38,48% больше, чем средний показатель признака  у родителей.   

Коэффициент доминирования по признаку  массы семян среди гибридов 
F1 картофеля, колеблется в пределах 3,8 – 63,5, что свидетельствует о широком 
диапазоне  проявления  данного признака в разрезе гибридных комбинаций. В 
среднем, у гибридов F1 картофеля,  коэффициент доминирования составляет 19,5, 
что свидетельствует о высоком показателе данного признака в F1. 
    По признаку массы семян у гибридов F1  картофеля наблюдается гетерозис 
по отношению к своим родительским  формам (табл. 2). 

Как видно из таблицы 2, по признаку массы 1000 шт. семян у гибридов F1, 
наблюдается гипотетический и истинный гетерозис.  Гипотетический гетерозис 
у десяти проведенных гибридных скрещиваний, колеблется в пределах 13,19 – 
72,89%, а истинный гетерозис, соответственно 12,92- 58,69%. В среднем 
гипотетический и истинный гетерозис у гибридов составляет соответственно,  
38,48 и  29,0%.  

8 Клон - 40/1 517,5±5,1 - 

9 Клон – 48 445,0±406 - 
 Среднее по родителям 533,3 - 

10 Файзабад x Пикассо 790,0±5,2 8,7 
11 Зарина xДусти 731,3±4,8 63,5 
12 Гибрид-23 x Пикассо 827,5±4,7                 20,2 
13 Клон - 40/1 x Дусти 676,3±5,4 3,8 
 Родительские сорта и 

гибриды 
Масса 1000 шт. 

семян, мг 
Коэффициент 
доминирования (H) 

14 Кардинал x Кондор 667,5±5,1 21,6 
15 Кардинал x Пикассо 590,0±5,2 54,0 
16 Клон- 48 x Кондор 845,0±5,4 7,1 
17 Клон - 48 x Дусти 862,5±4,8 4,5 
18 Дусти x Кондор 681,3±4,7 5,4 
19 Дусти x Пикассо 713,8±5,2 5,7 
 Среднее по гибридам 738,5 19,5 
 НСР 05  34,60 7,78 
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Фото. Гибридные ягоды (F1) картофеля, полученные  от скрещивания сортов  
Дусти х Пикассо. 

Таблица 2.  
Гетерозис по признаку массы семян у гибридов F1 картофеля 

 

Комбинаций 
скрещивания  

Масса 1000 шт. семян, мг: Гетерозис (%): 

у гибридов 
F1 

среднее по 
родителям   

(Рср) 

у лучшего 
родителя 

(Рл) 

гипоте-
тический 

(Ггип) 

истинный 
(Гист) 

Файзабад x Пикассо 790,0 547,5 572,5 44,29 37,99 

Зарина xДусти 731,3 570,0 572,5 28,29 27,73 

Гибрид-23 x 
Пикассо 

827,5 536,2 550,0 54,31 50,45 

Клон - 40/1 x Дусти 676,3 545,0 572,5 24,08 18,12 

Кардинал x Кондор 667,5 526,2 532,5 26,84 25,35 

Кардинал x Пикассо 590,0 521,2 522,5 13,19 12,92 

Клон- 48 x Кондор 845,0 488,7 532,5 72,89 58,69 

Клон - 48 x Дусти 862,5 508,7 572,5 69,53 50,66 

Дусти x Кондор 681,3 552,5 572,5 23,30 19,00 

Дусти x Пикассо 713,8 547,5 572,5 30,37 24,67 

Среднее 738,5 533,3 572,5 38,48 29,00 
          

Формы и размеры гибридных ягод картофеля, полученных нами в горную зону в 
2009 г. на высоте более 2700 м. над уровнем моря (в условиях Джиргитальского 
района Таджикистана) от скрещивания сортов Дусти х Пикассо, через 40 дней от 
даты проведения скрещивания  приведены в фото 1.   

Следует отметить, что завязываемость гибридных ягод у картофеля в 
горной зоне имеет большой диапазон варьирования и в зависимости от подбора 
родительских форм и типа скрещиваний она колеблется от 10 до 80%, что 
свидетельствует об эффективности проведения гибридизации картофеля в 
горных условиях на высоте более 2700 м. над уровнем моря. 
  

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

В условиях горной зоны Таджикистана на высоте более 2700 м. над 
уровнем моря завязываемость гибридных ягод при внутривидовом скрещиваний 
составляет 10-80%.  В горной зоне у гибридов F1 картофеля, полученных от 
внутривидовых скрещиваний по признаку массы 1000 шт. семян наблюдаются 
высокие показатели по гипотетическому и истинному гетерозису, а также по 
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коэффициенту доминирования, что имеют важное значение в селекционно-
генетических работах в будущем. 
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ГЕТЕРОЗИС И ДОМИНИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ 
ПРИЗНАКОВ У ГИБРИДОВ  F1 КАРТОФЕЛЯ 

 

В статье отражается результаты опытов по прямому и обратному скрещиванию 
различных сортов картофеля в условиях высокогорной зоны Таджикистана. Приведены 
данные гетерозиса и доминирования по признаку массы 1000 шт. смеян. Авторы 
констатируют, что гибриды F1 картофеля полученных в результате опытов, имеют 
большое значение для селекционно-генетических работ. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: картофель, популяция, скрещивание, родительские 
формы, сорт, гибрид, гетерозис, доминирование, масса семян, Таджикистан. 

 
 

HETEROSIS AND DOMINANCE OF SOME 
SIGNS IN F1 HYBRIDS OF POTATO 

 

The article reflects the results of experiments on direct and reverse crossing different 
varieties of potatoes in the mountainous areas of Tajikistan, the data of heterosis and 
dominance on the basis of the mass of 1000 laugh. The authors concluded that the F1 hybrids 
of potatoes obtained in experiments are of great importance for breeding and genetic work. 
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СОРТОВ ТОНКОВОЛОКНИСТОГО ХЛОПЧАТНИКА 
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 Влияние нарастающей почвенной засухи на физиолого-биохимические 
процессы у хлопчатника остается малоизученным. В связи с этим большой 
интерес представляет исследование влияния почвенной засухи на физиолого-
биохимические процессы у тонковолокнистого хлопчатника, особенно в период 
генеративного развития растений. 

Неблагоприятное влияние почвенной засухи, часто сопровождаемой 
высокой температурой, состоит в том, что растения испытывают длительный 
дефицит воды, из-за недостаточного ее поступления из почвы. Прежде всего, 
действие засухи сказывается на водном обмене растения. Большая потеря воды 
за счет интенсивной транспирации, превышающая поступление воды через 
корневую систему, вызывает развитие в растении водного дефицита, т.е. 
происходит нарушение водного баланса растений [1, 2]. 

Естественно, недостаток воды в почве сказывается в первую очередь на 
оводненности тканей листа, т.к. главным потребителем воды в надземной части 
растений является листья и плодовые органы. Поэтому показатель 
«оводненность» свидетельствует также степень водообеспеченности растений, 
т.е. является исходной позицией водообмена в целом. На уровень оводненности 
тканей органов растений существенное влияние оказывает, кроме содержания 
доступной влаги в почве, такие внешние факторы, как температура и влажность 
воздуха, освещенность и др. В связи с чем, общая оводненность тканей в 
зависимости от типа растения, его фазы развития, в течение дня может легко 
изменятся [1]. 

В задачу наших исследований входило сравнительное изучение некоторых 
показателей водообмена листа различных генотипов тонковолокнистого 
хлопчатника в условиях оптимального водообеспечения и её хронического 
недостатка в почве. 

В качестве объектов исследования использовали районированые и 
перспективные сорта тонковолокнистого хлопчатника (Gossypium barbadense L.) 
- 9326-В, 2379-В, 2918-В, 8386-В Вахшского филиала Института земледелия 
Таджикской академии сельхозяйственных наук (Бохтарский район). 

Таблица 1 
Дневная динамика оводненности листьев сортов тонковолокнистого хлопчатника в 

зависимости от уровня влагообеспеченности в фазу начала массового плодообразования 
% 

Сорт, 
линия 

Время наблюдений, час 
800 1200 1600 

Контроль опыт контроль опыт контроль опыт 
9326-В 81,6±0,3 77,1±0,8 79,6±0,5 74,0±0,2 78,6±0,2 70,2±0,4 
2379-В 83,4±0,5 79,3±0,6 79,0±0,6 74,5±0,5 77,3±0,4 70,0±0,5 
2918-В 81,8±0,5 78,4±0,4 79,8±0,3 75,1±0,4 78,1±0,3 71,6±0,4 
8386-В 81,1±0,7 78,1±0,7 79,8±0,4 75,3±0,6 78,0±0,5 71,4±0,6 

 

* Примечание: контроль влажности почвы в горизонте 0-100 см 75-80% от ППВ, опыт – 55-
60% от ППВ 
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Полученные нами данные показывают, что у изученных сортов 
хлопчатника при режиме оптимального водоснабжения (78-80% от ППВ) 
оводненность листьев в утренние часы (8 ч) находилась в пределах 80-82%, в то 
время как при дефиците почвенной влаги (55-56% от ППВ) она была на уровне 
75-76% (табл. 1). 

Однако в течение дня в обоих вариантах опыта наблюдалась тенденция 
уменьшения оводненности. В 12 ч. в контрольном варианте она составляла 79-
80%, а при засухе -74-75%. У сортов 9326-В и 2379-В оводненность тканей листа 
оказалась почти одинаковой -74,6 и 74,5 % соответственно, а у других сортов 
75,1%, 75,3% , т.е. разница между сортами была незначительная. 

Определение водоудерживающей способности листьев в дневной динамике 
показало, что в целом по сравнению с оптимальным водообеспечением при 
недостатке почвенной влаги происходили заметные изменения. При почвенной 
засухе водоудерживающая способность значительно выше - если при засухе 
потеря воды за один час составляла от 16,3 до 59,0%, то при оптимальном 
водоснабжении – 31,0-89,3%. У сортов 9326-В и 2379-В при оптимальном 
водообеспечении наблюдалась наибольшая потеря воды от 50,3 до 89,3% и от 
31,0 до 81,0% (соответственно). При этом сорт 2918-В имел потери от 33,0 до 
70,6%, а сорт 8386-В от 38,6 до 69,6%. 

 Уровень водообеспеченности оказывал существенное влияние на ход 
транспирации листьев в течение дня. Интенсивность транспирации листьев у 
изученных сортов в фазе начала цветения при оптимальном водоснабжении 
оказалась на достаточно высоком уровне – 1,3-5,9 г. воды на 1 г. сырого веса за 1 
ч. При этом наибольшей скоростью испарения воды отличались сорт 9326-В 
(1,3-5,0 г/г сырого веса за час) и 2379-В (1,5-5,9 г/г сырого веса за час). 

Скорость транспирации листьев у сорта 2918-В и 8386-В оказалась 
несколько ниже (1,3-4,3 г/г сырого веса за час и 1,5-4,5 г/г сырого веса за час 
соответственно). При оптимальном водоснабжении максимальная скорость 
транспирации приходилась на 10-12 ч. 

В условиях дефицита почвенной влаги в период начала цветения, скорость 
транспирации резко снизилась и находилась в пределах 0,54-1,66 г/г сырого веса 
за 1 ч., что в 1,5-2 раза ниже, чем при оптимальном водоснабжении растений. 
При водном дефиците дневной ход процесса несколько иной, чем в варианте с 
оптимальным водоснабжением.  

  Таблица 2 
Влияние почвенной засухи на динамику реального водного дефицита  

листа хлопчатника в фазу массового цветения, % 
 

Сорт, линия 
Время наблюдений 

8ч 12ч 16ч 
Контроль (75-80% от ППВ) 

9326-В 16,3±1,5 25,8±1,6 28,9±1,5 
2379-В 15,8±1,3 22,5±1,3 25,4±1,7 
2918-В 15,9±1,2 22,6±1,4 26,1±1,3 
8386-В 15,3±1,4 21,7±1,2 25,0±1,5 

Опыт (55-60% от ППВ) 
9326-В 29,4±1,2 34,3±0,6 37,5±1,4 
2379-В 26,8±1,3 31,8±0,8 34,5±1,1 
2918-В 26,6±0,8 30,1±0,4 35,8±1,3 
8386-В 26,6±1,6 31,2±1,2 32,3±1,8 
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В фазу массового цветения реальный водный дефицит (РВД) листа в 
варианте с оптимальным водообеспечением находился в пределах 15,3- 28,9% 
(табл. 2). В утренние часы дефицит составлял 15,3-16,3%, в полдень -21,7-25,8%, 
после полудня (16 ч) РВД увеличивался до 25-29%, что в целом является 
нормальным. Сорт 9326-В по сравнению с другими сортами отличался более 
высоким уровнем РВД во все часы определения. 

Растения, находящиеся в условиях почвенной засухи, отличались высоким 
уровнем РВД (от 26,6 до 37,5%). По степени РВД выделялся сорт 9326-В, у 
которого во все часы измерения РВД оказался заметно выше по сравнению с 
другими изученными сортами. 

Таким образом, полученные нами данные показывают, что в условиях 
дефицита почвенной влаги у растений тонковолокнистого хлопчатника 
наблюдается высокая интенсивность транспирации в ранние утренние часы и 
резкий спад в полуденные и послеполуденные часы, при этом 
водоудерживающая способность листьев повышается почти на 30%. Реальный 
водный дефицит изученных сортов при недостатке почвенной влаги достигало 
35-37%. 
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ВЛИЯНИЕ ПОЧВЕННОЙ ЗАСУХИ НА ВОДООБМЕН ЛИСТЬЕВ  
СОРТОВ ТОНКОВОЛОКНИСТОГО ХЛОПЧАТНИКА 

 

Авторы на основании полученных данных утверждают, что в условиях дефицита 
почвенной влаги, у растений тонковолокнистого хлопчатника наблюдается высокая 
интенсивность транспирации в ранние утрение часы и резкий спад в полуденные и 
послеполуденные часы. При этом водоудерживающая способность листьев повышается 
почти на 30%. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: хлопчатник, засуха, водобмен, транспирация, водный 
дефицит. 

 

THE INFLUENCE OF SOIL DROUGHT ON LEAF WATER EXCHANGE  
VARIETIES OF FINE-FIBER COTTON 

 

The data obtained show that in conditions of deficiency of soil moisture in plants of 
long-staple cotton has a high intensity of transpiration in the early morning hours and 15.0-5.9 
g/g raw weight per hour and a sharp decline in the midday and afternoon hours 1.3 to 4.5 g/g 
raw weight per hour, while the water-holding capacity of leaves is increased by nearly 30%. 
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намешаванд. 

 Аз аспирантон барои нашри маќола маблаѓ гирифта намешавад. 

Дастхати маќолањо баргардонида намешаванд. 
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К СВЕДЕНИЮ АВТОРОВ 
 

В серии естественных наук научного журнала «Вестник Курган-Тюбинского 
государственного университета имени Носира Хусрава» печатаются статьи, содержащие 
результаты научных исследований по математическим, физическим, технологическим, 
химическим и биологическим наукам. 

При отправки статьи в редколлегию авторам необходимо соблюдать следующие правила: 
Объем статьи не должен превышать 10 страниц компьютерного текста, включая текст, 

таблицы, библиографию, рисунки и тексты аннотаций на русском и английском языках. 
Статья должна быть подготовлена в системе Miсrosoft Word. Одновременно с 

распечаткой статьи сдается электронная версия статьи. Рукопись должна быть отпечатана на 
компьютере (гарнитура Times New Roman Tj 14, формат А4, интервал одинарный, поля: 
верхнее-3 см, нижнее-2,5 см, левое-3 см, правое-2 см), все страницы статьи должны быть 
пронумерованы. 

Сверху страницы по центру листа указывается название статьи, ниже через один 
интервал инициалы и фамилии автора (авторов). Далее через строку следует основной текст.  

Ссылки на цитируемую литературу даются в квадратных скобках, например [1]. Список 
литературы приводится общим списком после основного текста (под заголовком «литература») 
в порядке упоминания в тексте. 

К статье прилагается резюме на русском и английском языках с указанием названия 
статьи. Текст резюме приводится в конце статьи после списка использованной литературы. В 
конце резюме приводятся ключевые слова (до 10 слов) на русском и английском языках. 

Научные статьи, представленные в редакцию журнала, должны иметь экспертное 
заключение, авторскую справку и отзыв специалистов о возможности опубликования. 

В конце статьи приводятся сведения об авторе (авторах) с указанием ученой степени, 
ученого звания, должность, название организации, адрес, телефон, е-mail. 

Редколлегия оставляет за собой право производить сокращения и редакционные 
изменения статьи.  

Статьи, не отвечающие настоящим требованиям, редколлегией не принимаются. 
 Плата за опубликование рукописей аспирантов не взимается. 

Рукописи  не возвращаются.  
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